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Neste trabalho, estuda-se um modelo de dano dúctil tridimensional
baseado nos princípios da mecânica do contínuo, na hipótese de equiv-
alência de deformação e no conceito de tensão efetiva, com base numa
metodologia fundamentada na termodinâmica dos processos irreversíveis.
Faz-se o acoplamento das teorias de elastoplasticidade e dano (modelo
de Lemaitre) a fim de realizar uma simulação numérica da evolução do
dano em estruturas, via Método dos Elementos Finitos (MEF). Postula-
dos da mecânica do dano em meio contínuo foram utilizados buscando-se
incorporar o dano como uma variável interna. Primeiramente utiliza-se
uma variável de dano escalar isotrópica e posteriormente introduz-se a
anisotropia na distribuição das micro-trincas, através do dano ortotrópico,
representado por um tensor simétrico de segunda ordem. O código com-
putacional desenvolvido é baseado no MEF e no modelo constitutivo de
Lemaitre que é próprio para materiais metálicos, considerando-se um com-
portamento isotrópico do material, com encruamento isotrópico linear e
critério de plastificação de von Misses. O algoritmo numérico correspon-
dente à integração das equações constitutivas é baseado em uma etapa
de previsão (estado elástico teste) e uma etapa de correção (estado cor-
retor plástico/dano), sendo que a implementação da simulação numérica
é realizada com a utilização do programa MATLAB R©. Apresentam-se o
algoritmo de integração e mapeamento de retorno baseado no modelo con-
stitutivo mencionado acima, bem como os resultados da análise numérica.
Palavras-chave: dano anisotrópico, mecânica do dano, elastoplastici-
dade, Método dos Elementos Finitos.
Abstract
In this paper, a three-dimensional ductile damage model based on prin-
ciples of continuum mechanics is analyzed. The hypothesis of strain equiv-
alence and the concept of effective stress, according to a methodology based
on the thermodynamics of irreversible processes govern the model. The
theories of elastoplasticity and damage (Lemaitre model) are coupled to
perform a numerical simulation of the evolution of damage in structures
through the finite element method (FEM). Postulates of damage mechan-
ics in solid medium are used to incorporate the damage as an internal
variable of the model. An isotropic scalar damage variable is firstly used
and later the anisotropy in the distribution of microcracks is introduced
through the orthotropic damage which is represented by a second order
symmetric tensor. The program developed is based on FEM and the con-
stitutive model of Lemaitre is suitable for metallic materials, considering an
isotropic material behavior with linear isotropic hardening and von Misses
yield criteria. The corresponding numerical algorithm integrating the con-
stitutive equations is based on a prediction step (elastic trial state) and a
correction step (plastic/damage corrector state), and the implementation
of the numerical simulation was performed using the MATLAB R©. The
algorithm for integration and mapping of return based on the constitutive
model are presented, as well as the results of numerical analysis.




α Variável interna de encruamento isotrópico
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ψ Potencial termodinâmico
ψed Parcela do potencial de dissipação relativa a elasticidade
dano
ψp Parcela do potencial de dissipação relativa ao encrua-
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Alfabeto latino
b Vetor de componentes de força de volume
B Matriz de aproximação das deformações
C,Cijkl Tensor de elasticidade linear
C˜ Tensor de elasticidade linear efetivo
Cep,Cepijkl Operador tensorial tangente elastoplástico de quarta
ordem
D Variável de dano escalar
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Dc Dano crítico
DI Valor principal de dano
E Módulo de elasticidade longitudinal
E˜ Módulo de elasticidade do meio danificado
Eσ Conjunto das tensões admissíveis
f Função de escoamento
fext Vetor de forças nodais externas
fint Vetor de forças nodais internas
h Função que define a direção de q
H,Hij Tensor operador efetivo de dano
H ′ Módulo plástico de encruamento isotrópico
I Tensor identidade de segunda ordem
II Tensor identidade simétrico de quarta-ordem
J Matriz jacobiana de transformação de coordenadas
J2 Segundo invariante do tensor deviatórico de tensões
K Matriz de rigidez
Kep Módulo tangente elastoplástico
L Operador diferencial
M,Mijkl Tensor operador efetivo
n Tensor de norma unitária que dá a direção do escoa-
mento plástico
N Tensor de escoamento plástico
Nj Funções interpoladoras ou funções de forma
p Tensão hidrostática
p¯ Tensão hidrostática efetiva
p Vetor de componentes de força de superfície
q Variável associada ao encruamento
r Função que define a direção do escoamento plástico
r, s Parâmetros do material referentes ao dano
R Resíduo de forças
Rv Função de triaxialidade
R¯v Função de triaxialidade efetiva
s Tensor deviatórico de tensões
s¯ Tensor deviatórico de tensões efetivo
sf Região do contorno do sólido sujeita a forças de
superfície
u Vetor das componentes de deslocamento
U Vetor de deslocamentos nodais
U Energia de deformação elástica
U¯ Energia de deformação elástica efetiva
W ed Energia de deformação elástica do meio danificado
Y Força termodinâmica relacionada a variável interna
de dano
−Y Taxa de densidade de energia liberada pelo dano
(caso isotrópico)
−Y¯ Densidade de energia elástica efetiva
−Y,− Yij Tensor taxa de energia liberada pelo dano
(caso ortotrópico)
(x, y, z) Sistema de coordenadas cartesianas triortogonal de
referência
Operadores
δij Delta de Kronecker
∆χ Incremento no tempo χn+1 − χn
χi Componentes de um vetor χ
χkk Traço de χ
∂ (·) Contorno de um domínio (·)
∂a (·) Derivada de (·) com relação a a : ∂a (·) = ∂ (·)
∂a
det (·) Determinante de (·)
dev (·) Deviatórico de (·)
sign (·) Sinal de (·) : sign (·) ≡ (·) / |(·)|
tr (·) Traço de (·)
|χ|ij Valor absoluto em termos das componentes principais
do tensor χ
|(·)| Valor absoluto do escalar (·)
‖(·)‖ Norma Euclidiana de um vetor ou tensor (·)
·
(·) Taxa de (·)
(·)−1 Inversa de (·)
(·)n Incremento atual de (·)
(·)n+1 Próximo incremento de (·)
(·)T Transposta de (·)
(·)teste Preditor elástico
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A relação linear entre tensão e deformação em um material idealizado
forma a base da teoria matemática da elasticidade, porém, uma estrutura
real é um corpo bastante complexo, com estados de tensões complexos
que desafiam o cálculo idealizado baseado nesta teoria [1]. Neste contexto,
a teoria da plasticidade representa uma extensão necessária da teoria da
elasticidade e preocupa-se com a análise de tensões e deformações da es-
trutura, tanto no regime plástico quanto no elástico.
Ambas as teorias são de natureza fenomenológica, ou seja, suas for-
mulações são baseadas em observações experimentais do comportamento
macroscópico de um corpo deformável, não se aprofundando nas bases
físicas e químicas deste comportamento.
Assim, na teoria da plasticidade a relação entre tensão e deformação
pode ser descrita adequadamente com a observação da deformação plás-
tica macroscópica. No entanto, devido à natureza não-linear das regras
de deformação plástica, as soluções das equações básicas da mecânica dos
sólidos apresentam consideráveis dificuldades que são bem administradas
através do desenvolvimento de técnicas numéricas, como o caso dos ele-
mentos finitos, implementadas na análise de estruturas.
Com relação a um projeto mecânico, analisar, ou se possível, prever
a falha de um componente é uma das principais metas da ciência de en-
genharia. Para o caso de fratura (dútil ou frágil), esta análise se baseia
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na investigação da existência de micro-trincas [4], representando o dano,
que é uma deterioração do material e ocorre antes da falha. Desta forma,
o enfoque é dado na evolução do dano interno antes que ele seja visível
macroscopicamente na forma de trincas ou fraturas.
Neste trabalho é considerada apenas a cinemática de pequenos deslo-
camentos e pequenas deformações, sendo que os modelos de dano estão
baseados nos princípios da mecânica do contínuo. A Mecânica do Dano
em Meio Contínuo (MDC), que representa uma abordagem local de de-
tecção da falha, é uma das ferramentas mais promissoras para prever a
iniciação e a propagação da macro-trinca [23] e trata o material danificado
como macroscopicamente homogêneo [26] .
O objetivo deste estudo é acoplar as teorias de plasticidade e dano
a fim de realizar uma simulação numérica, via Método dos Elementos
Finitos (MEF), da evolução do dano em estruturas submetidas à carga
uniforme, como por exemplo, a tração. As rotinas aqui desenvolvidas
serão adequadas a metais, considerando-se um comportamento isotrópico
do material, com encruamento isotrópico linear, sendo que a implemen-




Com relação ao dano, primeiramente faz-se referência ao dano isotrópico
e posteriormente introduz-se a anisotropia na distribuição das micro-trincas,
através do dano ortotrópico. A importância deste tipo de dano está em
situações onde, por exemplo, dois ou mais carregamentos altamente dire-
cionais são aplicados seqüencialmente. Nestes casos, cada carregamento
causará o crescimento de micro-trincas em uma direção preferencial, afe-
tando a resposta do material para carregamentos posteriores em direções
diferentes. Neste sentido, a hipótese usual de isotropia pode oferecer uma
boa primeira aproximação, mas pode apresentar erros substanciais em
muitas aplicações práticas [5].
A divisão deste documento é feita da seguinte maneira: O Capítulo 2
apresenta uma revisão bibliográfica que contempla os conceitos e formu-
lações do MEF. O Capítulo 3 trata da Teoria da Plasticidade, que contem-
pla uma revisão bibliográfica onde são apresentados conceitos e formulações
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unidimensional e tridimensional. O Capítulo 4 apresenta uma revisão bib-
liográfica sobre dano em meio contínuo, com análise de dano isotrópico e
ortotrópico para materiais dúteis, segundo um modelo de Lemaitre, que é
próprio para metais. O Capítulo 5 trata de alguns exemplos que contem-
plam a análise tridimensional de problemas de elasticidade, plasticidade,
dano isotrópico e ortotrópico, com verificação de resultados. O Capítulo 6
apresenta as considerações finais do trabalho.
1.1 Revisão Bibliográfica
O desenvolvimento básico da mecânica do dano ocorreu durante a década
de 70. Durante a década de 80 a teoria foi desenvolvida numa base mais
rigorosa usando termodinâmica e micro-mecânica [4].
Em 1958, Kachanov propôs o primeiro modelo da MDC para falha
por fluência em metais, com carregamento unidimensional, utilizando uma
definição de variável de dano escalar [11]. O significado físico do dano
isotrópico unidimensional foi proposto mais tarde, por Rabotnov (1963),
que considerou a redução da área da seção transversal de um corpo como
uma medida satisfatória para o dano [5]. A distrubuição de micro-trincas
também foi usada para dar um significado físico ao dano no trabalho pro-
posto por Krajcinovic (1983,1985).
Com relação ao dano tridimensional, algumas teorias são citadas a
seguir.
Lemaitre (1971) propôs um modelo de dano para metais, em que a
variável de dano está diretamente associada ao mecanismo de dissipação.
Neste trabalho foi utilizada a hipótese de equivalência de deformação [11].
Gurson (1977) propôs um modelo de dano dúctil para metais porosos,
onde a variável de dano escalar é obtida da consideração de vãos esféricos
microscópicos incorporados em uma matriz elastoplástica. Neste modelo,
a variável de dano não está diretamente associada ao mecanismo de dissi-
pação.
Algumas teorias foram apresentadas para descrever o fenômeno de dano
anisotrópico em materiais homogêneos, entre elas estão os trabalhos de
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[35] Cordebois e Sidoroff (1979, 1982), Sidoroff (1981), Cordebois (1983),
Chow e Wang (1987, 1988), Krajcinovic e Fonseka (1981), Murakami e
Ohno (1981), Murakami (1983), Krajcinovic (1983) , Chaboche (1984),
Simo e Ju (1987), Lemaitre (1996), Lemaitre e Chaboche (1990), Lemaitre
et al. (2000).
Chaboche (1978, 1981, 1984) propôs uma teoria fenomenológica para
dano creep baseada em rigorosas fundamentações termodinâmicas. Com
o uso da hipótese de equivalência de deformação, a variável de dano aparece
como um tensor de quarta ordem não simétrico para o caso geral anisotrópi-
co [5]. Os trabalhos de Krajcinovic (1981), Leckie e Onat (1981) e Chow
(1987) também apresentam o dano como um tensor de quarta ordem.
Krajcinovic e Fonseka (1981) apresentaram uma teoria de dano emmeio
contínuo para materiais frágeis, onde usaram variável vetorial como uma
medida local de dano [2]. Em 1983, Krajcinovic acrescentou uma estrutura
termodinâmica ao modelo e o estendeu para dano dúctil. Outros modelos
vetorias de dano foram porpostos por Kachanov (1977) e Mitchell (1990).
No trabalho de Murakami e Ohno (1981), a variável de dano anisotrópico
é representada por um tensor simétrico de segunda ordem. Foi realizada a
extensão do conceito de tensão efetiva, proposto por Rabotnov (1968) para
modelo de dano unidimensional, por meio da existência de uma configu-
ração fictícia sem dano, mecanicamente equivalente. Em 1988, Murakami
estendeu o conceito de configuração fictícia sem dano para descrever o
estado anisotrópico geral de dano interno em sólidos.
Em 1982, Cordebois e Sidoroff apresentaram ummodelo de dano elasto-
plástico, onde utilizaram a hipótese de equivalência de energia. Neste
trabalho, o dano anisotrópico é representado por um tensor de segunda
ordem.
Lemaitre (1983) usou a variável de dano escalar na definição de um
modelo puramente fenomenológico para dano dúctil isotrópico em metais.
Lemaitre utilizou a hipótese de equivalência de deformação e associou o
dano à redução do módulo de Young num caso idealmente isotrópico [5].
Entre os trabalhos propostos para materiais dúcteis estão Lemaitre (1984,
1985, 1986) e Kachanov (1986) [2]. E para o acoplamento entre dano
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dútil e plasticidade estão Lemaitre (1985); Benallal, Billardon e Lemaitre
(1985) [34].
Em 1984, Ladevèze e Lemaitre propuseram um modelo de fechamento
de micro-defeitos, para materiais sob compressão, para dano isotrópico.
Este modelo também foi desenvolvido para dano anisotrópico com trabal-
hos de Ladevèze (1983), Desmorat (1999) e Lemaitre et al. (2000).
Armero e Oller (2000) propuseram um modelo de dano onde o tensor
de deformações é decomposto aditivamente em parcelas elástica, plástica
e de dano.
Em 2000, Lemaitre,Desmorat e Sauzay apresentaram uma formulação
da lei de dano anisotrópico, onde o dano é representado por um tensor de
segunda ordem. Em 2001, Desmorat e Besson propuseram um algoritmo
implícito para modelo de dano isotrópico (variável escalar) e ortotrópico
(variável tensorial) [11].
Vários trabalhos foram desenvolvidos para tratamento de dano em ma-
teriais não-homogênos, entre eles estão os trabalhos onde a MDC foi apli-
cada à plasticidade e materiais compostos [2], tais como Voyiadjis e Kattan
(1990, 1993, 1999), Kattan e Voyiadjis (1990, 1993, 1996), Voyiadjis e Ven-
son (1995), Voyiadjis e Thiagarajan (1996), Voyiadjis e Park (1997). Além
destes, Simo e Ju (1987) propuseram um modelo de dano elastoplástico
em espaços de tensão (hipótese de equivalência de deformação) e defor-
mação (hipótese de equivalência de tensão) com análise de dano frágil em
concreto.
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Capítulo 2
O Método dos Elementos
Finitos
O Método dos Elementos Finitos (MEF) é uma técnica para a solução
numérica de uma variedade de problemas de meio contínuo encontrados
na engenharia. Ele é um método numérico geral para a solução de sistemas
de equações diferenciais parciais, sujeitas a conhecidas condições iniciais e
de contorno.
OMEF é ummétodo de análise em que um campo de variáveis é aproxi-
mado pela combinação linear de funções de interpolação, definidas em uma
pequena região chamada elemento finito, que é um dos subdomínios no qual
o domínio do problema é dividido [3]. O MEF propõe uma aproximação
da solução do problema de valor de contorno, que pode ser melhorada
usando-se mais elementos para representar a estrutura. Neste método, os
elementos são conectados por pontos chamados nós e uma união particular
de elementos é denominada malha (Figura 2.1).
Numericamente, uma malha é representada por um sistema de equações
algébricas em termos das aproximações dos valores nodais, que são deslo-
camentos desconhecidos. Assim, após a introdução das condições de vin-
culação ao meio exterior, a solução do sistema global determina os deslo-
camentos nodais.
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Figura 2.1: Discretização de elementos finitos.
2.1 Análise linear via Método dos Elementos
Finitos
O desenvolvimento descrito nesta seção é totalmente padrão e pode ser
encontrado com detalhes em várias fontes como [29, 9, 1, 30].
O modelo do MEF para análise estática pode ser formulado na forma
fraca a partir do princípio dos trabalhos virtuais (PTV), representado pela
soma de integrais sobre o domínio e contorno dos elementos. Este método
proporciona um sistema de equações lineares tendo os valores dos deslo-
camentos nodais como incógnitas, onde a matriz dos coeficientes deste
sistema é chamada matriz de rigidez e o vetor independente é dito vetor
de forças nodais equivalentes.
O processo para a obtenção da matriz de rigidez e do vetor de forças
nodais é apresentado a seguir para o caso tridimensional, na qual o sistema
de referência é o cartesiano triortogonal com eixos x, y e z.
Seja o equilíbrio de um corpo, sujeito às forças de corpo por unidade de
volume fv, definido pela equação diferencial de equilíbrio abaixo e
válida em todos os pontos do domínio Ω :
LTσ + b = 0. (2.1)
L 1 é uma matriz operador diferencial, que em termos matriciais, é definida
1O sobrescrito “T” indica transposto de um vetor ou matriz.































σ é o vetor das componentes de tensão de Cauchy, dado por:
σT =
{
σx σy σz τxy τxz τyz
}
, (2.3)






















onde o primeiro termo é o trabalho virtual interno, e o termo entre parênte-
ses é o trabalho virtual externo. Na equação (2.5), p são as forças aplicadas
à superfície, Ω é o domínio, sf é a região do contorno do corpo sob efeito
de forças de superfície e δu e δε são, respectivamente, um vetor de deslo-
camentos virtuais e um vetor de deformações virtuais associadas a esses
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εx εy εz γxy γxz γyz
}
. (2.7)
O vetor das componentes de deformação representa a relação deforma-
ção-deslocamento, que para a análise de pequenas deformações, no caso
tridimensional é dado por:
ε = BU, (2.8)
ondeU é o vetor de deslocamentos dos pontos nodais, que está relacionado
ao deslocamento distribuído u, através da aproximação de Galerkin, da
seguinte forma:
u = ΦU. (2.9)
sendoΦ amatriz de aproximação dos deslocamentos, que contém as funções
interpoladoras Nj ou funções de forma. Para um dos elementos,
Φ =
 N1 0 0 N2 0 0 · · · · · · · · · Ni 0 00 N1 0 0 N2 0 · · · · · · · · · 0 Ni 0
0 0 N1 0 0 N2 · · · · · · · · · 0 0 Ni
 ,
(2.10)
onde i é o número de nós de cada elemento e B é a matriz de aproximação
das deformações, escrita como:
B = LΦ. (2.11)
Substituindo-se as equações (2.8) e (2.9) em (2.5), obtém-se a seguinte
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Além disso, se for utilizada a relação constitutiva linear:
σ = Cε, (2.13)
onde a matriz constitutiva elástica C, para o caso de condições elásticas,
lineares e isotrópicas, é dada por:
C = c

1− ν ν ν 0 0 0
ν 1− ν ν 0 0 0
ν ν 1− ν 0 0 0
0 0 0 (1− 2ν) /2 0 0
0 0 0 0 (1− 2ν) /2 0






(1 + ν) (1− 2ν) , E o módulo de elasticidade longitudinal e v
o coeficiente de Poisson do material; obtém-se a seguinte equação que














Assim, a equação (2.15), que é usada para o cálculo da matriz de rigidez
e do vetor de forças nodais, assume a forma:
KU = fext, (2.16)












ΦT p dS. (2.18)
No sistema linear global da equação (2.16) são impostas as condições
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de contorno estáticas, que são os valores prescritos nas posições correspon-
dentes do vetor de deslocamentos globais u.
Conhecidos os deslocamentos nodais de cada elemento, pode-se obter
o campo de deformações e de tensões usando-se as equações (2.8) e (2.13).
Para situações de não linearidade, o MEF apresenta uma aceitação sim-
ilar ao do caso linear, quando é tratado como uma ferramenta de projeto.
Porém, esta similaridade depende de dois fatores importantes: o custo das
operações numéricas associadas a problemas não lineares e a comprovação
da precisão da técnica de solução proposta [6].
2.1.1 Elementos isoparamétricos
Com relação à formulação do MEF, na prática é difícil calcular analitica-
mente as integrais das equações (2.17) e (2.18), pois os elementos podem
estar distorcidos ou inclinados em relação aos eixos de coordenadas xyz.
Por isso, o uso de elementos isoparamétricos tornou-se padrão, pois ele
mapeia a geometria em um sistema local de coordenadas naturais ξ̟ζ,
onde as integrais podem ser facilmente efetuadas numericamente, sendo
que ξ,̟ e ζ assumem valores entre -1 e 1. Neste contexto, o domínio do
problema encontra-se no sistema de coordenadas físico denotado por xyz
e as funções de forma são definidas em termos do sistema de coordenadas
naturais.
O termo isoparamétrico vem do fato de que o mapeamento da geometria
é feito através do uso das mesmas funções de forma para interpolar os
deslocamentos e as coordenadas globais do elemento.
No caso de um problema tridimensional, onde usam-se elementos isopa-
ramétricos hexaédricos, por exemplo, as coordenadas de referência ξ,̟ e
ζ precisam ser ortogonais e não necessitam ser paralelas às coordenadas
cartesianas x, y e z. As faces do hexaedro correspondem a ξ = ±1, ̟ =
±1, ζ = ±1, sendo que o ponto (0, 0, 0) é o centro do elemento.
Para que as integrais possam ser calculadas no domínio de coordenadas
naturais, é necessário mudar os limites de integração e o domínio, que é
feito através da matriz jacobiana de transformação de coordenadas. Neste
caso, a matriz jacobiana J relaciona um elemento infinitesimal do domínio
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real a um do domínio de coordenadas naturais da seguinte forma:
dΩ = det (J) dξ d̟ dζ, (2.19)
onde det (J) é o determinante da matriz jacobiana ou jacobiano.
Para determinar as derivadas de x, y e z com relação a função N =










































































































Assim, no caso da integral da equação (2.17), a matriz B pode ser








BTCB det (J) dξ d̟ dζ. (2.23)
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2.1.2 Quadratura de Gauss
Na prática, a integração da equação (2.23) é executada pela quadratura
de Gauss, que é um procedimento de integração numérica que consiste
em aproximar a integral de uma função através de um somatório. Este
método localiza pontos de integração e designa pesos apropriados afim de
minimizar o erro da integração quando o integrando é um polinômio geral.





f (ξ) dξ =
n∑
i
wi f (ξi) = w1f1 +w2f2 + . . .+wnfn, (2.24)
em que n é o número de pontos de integração e wn são os fatores de peso.















f (ξi,̟j , ζk) wiwjwk
(2.25)








BTCB wiwjwk det (J) . (2.26)
2.2 Análise elastoplástica não linear via
Método dos Elementos Finitos
No caso de análise não linear, deve-se optar entre controle de deslocamento
aplicado ou de carga aplicada, sendo que para ilustração, neste trabalho
será apresentado apenas o esquema com controle de força aplicada. Para
o desenvolvimento descrito nesta seção são consideradas as referências [1,
9, 29].
Em análise elastoplástica, por causa da relação não linear entre a ten-
são σ e a deformação ε, a equação (2.12) é uma equação não linear das
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deformações e, conseqüentemente, dos deslocamentos nodais U . Sendo as-
sim, faz-se necessário adotar um esquema iterativo para resolver a equação
(2.12) com relação a U , correspondendo ao conjunto de forças externas
dadas. Além disso, como a relação elastoplástica depende da história da
deformação, pode ser utilizada uma análise incremental das forças externas
para traçar a variação do deslocamento, da deformação e da tensão.
Em uma análise incremental, o carregamento total fext agindo na es-
trutura é adicionado em incrementos passo por passo. No (n+ 1)-ésimo
passo, o carregamento pode ser expresso por:
fext(n+1) = fext(n) +∆fext(n+1). (2.27)
Assim, correspondendo ao incremento de carga ∆fext, tem-se os incre-
mentos nos deslocamentos
Un+1 = Un +∆Un+1. (2.28)
Logo, a equação (2.12) passa a ser escrita como:
fint(n+1) = fext(n+1). (2.29)
que representa o equilíbrio da força externa fext, com a força interna fint.
2.2.1 Método de Newton-Raphson
Neste trabalho, o esquema iterativo adotado para a resolução das equações
simultâneas não lineares (2.29) é o método de Newton-Raphson.
Considerando que a tensão σ é uma função não linear do deslocamento
U, a equação (2.29) pode ser escrita como o seguinte sistema de forças
residuais:
R (Un+1) = fint(n+1) − fext(n+1), (2.30)
onde R (Un+1) é o resíduo de forças.
Assim, tendo obtido a (i− 1)-ésima aproximação, (i−1)Un+1, para o
deslocamento Un+1, expandindo R (Un+1) usando a expansão das séries
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BT Cep|(i−1)Un+1 BdΩ, (2.35)
onde Cep|(i−1)Un+1 é o operador tangente elastoplástico e (i−1)K(n+1) é a











(i=0)Un+1 = Un, (i=0)Kn+1 =Kn, (i=0)fint(n+1) = fint(n). (2.38)
Esta forma permite que a correção do vetor desconhecidoU seja obtida
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através do vetor de forças residuais R em alguma iteração. Este processo






A solução iterativa resultante deste esquema preserva a convergência
quadrática numa vizinhança suficientemente próxima à solução, que é car-
acterística do método de Newton-Raphson. Isto ocorre desde que o oper-
ador tangente elastoplástico seja consistente com o algoritmo de integração
empregado na solução do problema incremental [20].
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Capítulo 3
Plasticidade
Certos materiais, como os metais, quando solicitados em um estado uni-
axial de tensões, até certo nível de tensão apresentam um comportamento
elástico linear, deformando-se de acordo com o módulo elástico E. Esta
tensão limitante está representada na curva tensão-deformação por σy
(Figura 3.1) e é chamada de tensão limite de escoamento. Após ultrapas-
sar σy, o material passa a apresentar uma resposta tanto elástica quanto
plástica, ou seja, um comportamento elastoplástico, caracterizado pelo mó-
dulo tangente elastoplástico Kep. As alterações na estrutura do material
devido à deformação plástica são irreversíveis [6], ocorrendo a evolução de
deformações residuais.
A Figura 3.2 ilustra o comportamento uniaxial idealizado para o modelo
elastoplástico perfeito, supondo que a tensão jamais excede σy e que toda
a deformação que passa a ocorrer é apenas plástica. E a Figura 3.1 ilustra
o modelo com encruamento linear.
A resposta inelástica do material, como no caso da plasticidade, é um
processo incremental que às vezes é caracterizado pelas equações constitu-
tivas expressas em taxas. Assim, o algoritmo de integração conhecido como
algoritmo de mapeamento de retorno fornece um robusto e efetivo esquema
de integração numérica das taxas das equações constitutivas, durante uma
sequência discreta de incrementos de tempo [20].
19
















Figura 3.2: Curva tensão-deformação para o modelo elastoplástico per-
feito.
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3.1 Plasticidade unidimensional
A seguir apresenta-se a teoria da plasticidade, em um contexto mais sim-
ples que é o caso unidimensional, onde é discutido um modelo particular
cujas equações de governo básicas ilustram os aspectos matemáticos essen-
ciais da teoria. Este estudo será realizado com base nas referências [6, 7, 5].
O problema será discutido de um ponto de vista fenomenológico, con-
siderando o escoamento plástico como um processo irreversível em um
corpo material, tipicamente um metal.
Esta formulação para a mecânica unidimensional pode ser ilustrada
por um mecanismo de comprimento unitário, constituído por uma mola de







Figura 3.3: Mecanismo unidimensional com elemento de atrito.
Sendo σ a tensão aplicada e ε a deformação total no modelo da Figura
3.3, observa-se o seguinte:
• Quanto à deformação: decomposição aditiva em que a deformação
total ε divide-se em uma parcela elástica εe, devido à mola com
constante E e uma parcela plástica εp, relacionada ao elemento de
atrito.
ε = εe + εp (3.1)
• Quanto à tensão: devido às condições de equilíbrio, a tensão σ na
mola com constante E é dada pela seguinte relação tensão-deformação
elástica:
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y
Figura 3.4: Resposta do elemento de atrito para o mecanismo com σγ >
0.
σ = Eεe ≡ E (ε− εp) (3.2)
Omodelo matemático usa as condições de complementaridade de Kuhn-
Tucker, para impor a condição de irreversibilidade do processo plástico.
Para a análise de resposta de atrito irreversível, o elemento de atrito
será isolado (ver Figura 3.4), caracterizando melhor a mudança em sua
configuração, que ocorre somente se ε˙p 	= 0. Desta forma, supõe-se que
ε, εp e σ são funções do tempo num intervalo [0,T] ⊂ ℜ. Em particular,
temos:





Três hipóteses físicas são feitas:
1) Tensões admissíveis: em um elemento de atrito, são admissíveis ape-
nas as tensões contidas no intervalo fechado [−σy, σy] . Logo, o conjunto
das tensões admissíveis Eσ é dado por:
Eσ = {σ ∈ ℜ/f (σ) := |σ| − σy ≤ 0} , (3.5)
onde f (τ) : ℜ −→ ℜ é a condição de escoamento. Como Eσ é um intervalo
fechado, ele é um conjunto convexo fechado.
2) Extensão elástica: se o valor absoluto da tensão aplicada σ for
menor do que a tensão limite de escoamento σy, então não há mudança na
deformação plástica εp e conseqüentemente ε˙p = 0. Logo,
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ε˙p = 0 se f (σ) := |σ| − σy < 0. (3.6)
De (3.2) e (3.6), tem-se que:
se f (σ) < 0, então σ˙ = Eε˙e (3.7)
e como a resposta instantânea do modelo é elástica, a região elástica é
dada pelo conjunto aberto:
int (Eσ) = {σ ∈ ℜ/f (σ) := |σ| − σy < 0} . (3.8)
3) Taxa de deslize: se pelas hipóteses anteriores, o estado de tensões
σ é inadmissível quando f (σ) > 0 e ε˙p = 0 quando f (σ) < 0, então
a mudança em εp somente ocorre quando f (σ) = 0, fazendo com que o
elemento de atrito sofra um deslize, ou seja, uma deformação plástica na
direção da tensão aplicada σ, com taxa de deslize constante, onde γ ≥ 0 é
o valor absoluto da taxa de deslize. Logo, tem-se a forma:
ε˙p = γ ≥ 0 se σ = σy > 0 e ε˙p = −γ ≤ 0 se σ = −σy < 0
(3.9)
De (3.9) pode-se obter uma única equação para a evolução de εp, para
qualquer estado de tensões admissíveis σ ∈ Eσ, chamada de regra do
escoamento ou equação de evolução:
ε˙p = γ sign (σ)⇐⇒ f (σ) = 0, (3.10)
onde γ ≥ 0 e sign(σ) : ℜ −→ ℜ é a função definida como:
sign (σ) =
{
+1, se σ > 0
−1, se σ < 0 , (3.11)
sendo que γ e σ são limitados por certas restrições unilaterais (citadas ao
longo do texto).
O contorno do conjunto convexo Eσ, definido por:
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∂Eσ = {τ ∈ ℜ tal que f (τ) = |τ | − σy = 0} , (3.12)
é chamado de superfície de escoamento, que para o modelo unidimensional
reduz-se a dois pontos, ∂Eσ = {−σy, σy}. Nota-se que:
Eσ = ∂Eσ ∪ int (Eσ) , (3.13)
onde Eσ é o fechamento da região elástica int(Eσ).
As restrições unilaterais para γ e σ ou condições de carga/descarga são:
1) Pela primeira e terceira hipóteses,
γ ≥ 0 e f (σ) ≤ 0. (3.14)
2) Segundo as hipóteses 2 e 3, tem-se as condições:
f (σ) < 0⇒ γ = 0,
γ > 0⇒ f (σ) = 0.
}
Logo,
γf (σ) = 0. (3.15)
Desta forma, a taxa de deformação de atrito (taxa de deslize) será
diferente de zero somente na superfície de escoamento.
Estas duas primeiras condições são clássicas da literatura na progra-
mação matemática convexa [7] e recebem o nome de condições de comple-
mentaridade de Kuhn-Tucker.
3) Sejam dados no tempo ε (t) e εp (t), tal que σ também é conhecido
no tempo t pela relação elástica (3.2) e considerando o caso onde:
σ (t) ∈ ∂Eσ ⇐⇒ f [σ (t)] = 0 (3.16)
conclui-se que f˙ [σ (t)] ≤ 0 [7]. Assim, temos que:
γ > 0⇒ f˙ (σ) = 0,
f˙ (σ) < 0⇒ γ = 0.
}
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Logo, obtém-se uma condição adicional conhecida como condição de
consistência ou condição de persistência:
γf˙ = 0 (se f (σ) = 0) , (3.17)
a qual indica que a tensão pontual σ precisa “persistir” em ∂Eσ para que
f˙ [σ (t)] = 0.
A Figura 3.5 representa o esquema da resposta mecânica do modelo
mostrado na Figura 3.3 (plasticidade perfeita).
y
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Figura 3.5: Resposta mecânica de um modelo de atrito-elástico unidi-
mensional.
Um efeito experimentalmente observado em muitos metais é o encru-
amento. Neste trabalho será considerado apenas um dos casos de encrua-
mento clássico fenomenológico, conhecido como encruamento isotrópico.
A diferença essencial entre a plasticidade perfeita e a plasticidade com
encruamento é que na primeira o fechamento da extensão elástica Eσ per-
manece inalterado, ou seja, o deslize (ε˙p 	= 0) ocorre a um valor constante
de tensão aplicada tal que |σ| = σy. No entanto, para o modelo com en-
cruamento, Eσ expande-se com a quantidade de deslize no sistema, isto é,
com a quantidade do escoamento plástico.
A Figura 3.6 ilustra a curva tensão-deformação idealizada para um
modelo com encruamento isotrópico linear em um ciclo fechado, que obe-
dece a duas condições:
1) No encruamento isotrópico, para algum estado de carregamento, o
centro de Eσ permanece na origem.
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2) O encruamento é linear em relação a quantidade de escoamento
plástico, isto é, linear em relação a |ε˙p| e também independe de sign(ε˙p).
y
y
Figura 3.6: Resposta de modelo com encruamento isotrópico linear em
ciclo fechado.
De acordo com a primeira condição, o critério de escoamento assume a
forma:
f (σ, α) = |σ| − [σy +H ′α] ≤ 0, α ≥ 0, (3.18)
onde σy e H ′ são constantes dadas; σy é a tensão limite de escoamento e
H ′ é o módulo plástico de encruamento isotrópico (sendo que para H ′ < 0
a resposta é um amolecimento). A variável α : [0,T] −→ ℜ é uma função
não-negativa da quantidade de escoamento plástico (deslize), chamada de
variável interna de encruamento isotrópico.
A partir da condição 2, considera-se a seguinte equação de evolução
para α, que é a lei do encruamento isotrópico:
α˙ = |ε˙p| = γ, (3.19)
chamada de deformação plástica equivalente.
As condições de complementaridade de Kuhn-Tucker assumem a forma:
γ ≥ 0, f (σ, α) ≤ 0, γf (σ, α) = 0, (3.20)
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onde γ ≥ 0 é determinado pela condição de consistência:
γf˙ (σ, α) = 0 (se f (σ, α) = 0) . (3.21)
Tomando-se a derivada no tempo da função de escoamento (equação
(3.18)), obtém-se:
f˙ = sign (σ) σ˙ −H′α˙ (3.22)
e assim, é possível determinar uma expressão única para γ > 0, utilizando-
se a condição de consistência com f˙ = 0, as equações (3.10) e (3.19),
combinadas com a relação constitutiva elástica em termos de taxas:









A regra do escoamento permanece inalterada (3.10) e a relação da
equação (3.23) pode ser escrita da seguinte forma:
σ˙ =
 Eε˙, se γ = 0EH′
E +H ′





é denominada módulo tangente elastoplástico e
denotado porKep. As Figuras 3.1 e 3.7 ilustram a interpretação do módulo
tangente elastoplástico e do módulo plástico, respectivamente.
3.1.1 Algoritmo implícito de integração e mapeamento
de retorno para elastoplasticidade 1D
O algoritmo de integração para elastoplasticidade estudado neste trabalho
descreve a solução numérica para o problema não-linear de valor de con-
torno pelo MEF, baseada na solução iterativa da versão discretizada das
equações de equilíbrio. O processo de integração é puramente local no
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y
Figura 3.7: Módulo plástico.
espaço, ou seja, considera pontos específicos no corpo estudado (tipica-
mente os correspondentes aos pontos de integração de um elemento finito)
e obedece ao modelo constitutivo detalhado anteriomente.
Discretização pelo método de Euler implícito
Seja x ∈ β¯ = [0, L] os pontos de interesse do corpo dado, onde β = ]0, L[.
Considera-se que o tempo corrente tn e o estado local do corpo no ponto
x ∈ β estão completamente definidos, assim como são conhecidos os valores
de [7]
{εn (x) ; εpn (x) ;αn (x)} (3.26)
e o estado de tensões dado por:
σn (x) = E (εn (x)− εpn (x)) . (3.27)
A partir daí é dado um “incremento” ∆ε (x) na deformação total em
x ∈ β, que estimará o estado no tempo tn+1 = tn+∆t. O problema agora
é atualizar as variáveis básicas de (3.26) e (3.27 ) no tempo tn+1. Neste
caso “incremental” a deformação total ε = ∂u
∂x
é a variável independente
básica.
Para o processo de integração do problema de valor inicial elastoplás-
tico, inicialmente considera-se uma função suave g : ℜ −→ ℜ, associada ao
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problema de valor inicial:
y˙ (t) = g (y (t)) (3.28)
y (0) = yn, em [0, T ] . (3.29)
Uma solução aproximada é obtida pela seguinte classe de algoritmos:
yn+1 = yn +∆t g (yn+ϑ) (3.30)
yn+ϑ = ϑyn+1 + (1− ϑ) yn; ϑ ∈ [0, 1] . (3.31)
Aqui, yn+1 ∼= y (tn+1) denota a aproximação para o valor exato y (tn+1)
no tempo tn+1 = tn+∆t. Em particular será usado ϑ = 1, correspondente
ao método de Euler implícito (backward) e que conduz ao algoritmo de
retorno clássico.
Desta forma, apresenta-se as expressões em forma de passo finito ad-
equadas a uma análise não linear incremental iterativa, utilizando-se o










n +∆γ sign (σn+1) , (3.32)










εn+1 := εn +∆εn, (3.35)
onde ∆εn é dado e ∆γ = γn+1∆t ≥ 0 é um multiplicador de Lagrange
equivalente ao parâmetro de consistência γ ≥ 0, que dá a evolução das
variáveis associadas a plastificação.
As variáveis σn+1 e αn+1, junto com ∆γ são restringidas pela versão
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discreta das condições de Kuhn-Tucker:
fn+1 := |σn+1| − (σy +H ′αn+1) ≤ 0, ∆γ ≥ 0, ∆γ fn+1 = 0.
(3.36)
Preditor elástico e corretor plástico
Para o desenvolvimento do algoritmo, é considerado um estado auxiliar,
chamado estado elástico teste (etapa de previsão), que não precisa corre-
sponder ao estado atual, a menos que o processo incremental seja elástico
[7, 5]. Ou seja, conhecidas as variáveis que definem o modelo constitu-
tivo no passo n, primeiramente é considerado um passo (teste) puramente
elástico, definido pelas fórmulas:
εe testen+1 = ε
e
n +∆εn (3.37)








αtesten+1 := αn (3.40)
f testen+1 :=
∣∣σtesten+1 ∣∣− (σy +H ′αn) (3.41)
Observa-se que o estado teste é determinado apenas em termos das
condições iniciais {εn, εpn, αn} e da deformação incremental dada ∆ε.
Caso seja verificada a evolução da plastificação, é preciso corrigir as var-
iáveis correspondentes ao passo n+ 1 (etapa de correção). As expressões
que definem a etapa de correção, chamada de estado corretor plástico, estão
listadas na etapa 3 do algoritmo descrito abaixo.
Inicialmente faz-se necessário obter uma relação entre as tensões σn+1
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seguinte forma: sejam as equações (3.32) e (3.38) obtém-se
σn+1 = σ
teste
n+1 −E ∆γ sign (σn+1) , (3.42)
|σn+1| sign (σn+1) =







∣∣σtesten+1 ∣∣−E ∆γ. (3.44)
Algoritmo implícito para integração numérica das equações con-
stitutivas elastoplásticas 1D
Desta forma, tem-se o seguinte algoritmo para elastoplasticidade unidi-
mensional com encruamento isotrópico linear [7]:
1) Calcula estado teste (predidor elástico):
Dado ∆ε e as variáveis de estado em tn, calcula o estado elástico teste









2) Testa consistência plástica:
se f testen+1 :=
∣∣σtesten+1 ∣∣− (σy +H′αn) ≤ 0, (então passo elástico)
o conjunto (·)n+1 = (·)testen+1 e Kep = E,
finaliza.
Senão (passo plástico, vá para (3)).
3) Mapeamento de retorno (etapa de correção):
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Impondo-se a condição:
fn+1 = |σn+1| − (σy +H ′αn+1)
=
∣∣σtesten+1 ∣∣−E ∆γ − [σy +H ′ (αn +∆γ)]















n +∆γ sign (σn+1)
αn+1 = αn +∆γ






A seguir serão apresentadas as equações que governam a plasticidade clás-
sica no contexto tridimensional, considerando-se as referências [1, 7, 5].
Este estudo é motivado pelo modelo unidimensional, considerando-se o
escoamento plástico como um processo irreversível e caracterizado em ter-
mos da história das seguintes variáveis independentes: o tensor deformação
ε, o tensor de deformação plástica εp e a variável interna de encruamento
α. Aqui também será enfatizado o modelo com encruamento isotrópico
linear. Logo, generalizou-se o modelo unidimensional para o caso tridi-
mensional como segue:
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1) A decomposição aditiva do tensor deformação total assume a seguinte
forma:
ε = εe + εp, isto é εij = εeij + ε
p
ij (3.45)
que pode representar o tensor deformação elástica como εe =ε− εp.
2) O tensor tensão σ está relacionado com a deformação elástica da
seguinte maneira:
σ = C : [ε− εp] , isto é σij = Cijkl : εkl (3.46)
onde C é o tensor de módulo elástico, um tensor constitutivo linear de
quarta ordem constante:






+ κI⊗ I, (3.47)
onde I é o tensor identidade de segunda-ordem:
I = δijei ⊗ ej , (3.48)




[δikδjl + δilδjk] ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el, (3.49)
sendo δij o delta de Kronecker, κ o módulo volumétrico e λ e µ as con-




3 (1− 2ν) (3.50)
λ =
Eν
(1 + ν) (1− 2ν) (3.51)
µ =
E
2 (1 + ν)
, (3.52)
onde ν é o coeficiente elástico de Poisson.
3) A condição de escoamento é definida como uma função f : S×
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ℜ −→ ℜ e os estados admissíveis {σ, q} ∈ S× ℜ são restringidos ao espaço
de tensões sobre o conjunto Eσ, definido como:
Eσ := {(σ, q) ∈ S ×ℜ tal que f (σ, q) ≤ 0} , (3.53)
onde q é uma variável dada por:
q = H′α (3.54)
e S :=
{
ξ : ℜndim −→ ℜndim tal que ξ é linear e ξ = ξT
}
é o espaço vetor-
ial com produto interno:




≡ ξijξij . (3.55)
Na equação (3.54), H ′ é o módulo plástico de encruamento isotrópico
associado a variável de estado α, que é a variável interna de encruamento
isotrópico relacionado à evolução da deformação plástica.
4) O domínio elástico é definido pelo interior de Eσ e denotado por
int(Eσ, ); e a superfície de escoamento no espaço de tensões é formada
pelo contorno de Eσ, denotada por ∂Eσ. Como no caso unidimensional,
Eσ =int(Eσ) ∪ ∂Eσ.
Para a visualização geométrica da condição de escoamento isotrópica,
é comum escrevê-la em termos das componentes principais (σ1, σ2, σ3) do
tensor de tensões. Tomando-se como referência os eixos associados as
tensões principais, a superfície de escoamento, ou seja, a superfície formada
pelos pontos na qual f (σ, q) = 0, é representada pela Figura 3.8.
5) Para o modelo geral não-associativo, as equações de evolução para
εp e q, chamadas de regra do escoamento e lei do encruamento, respecti-
vamente, são:
ε˙p = γr (σ, q) (3.56)
q˙ = −γh (σ, q) , (3.57)
onde r : S × ℜ −→ S e h : S × ℜ −→ ℜ são funções prescritas que
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Figura 3.8: Superfície de escoamento no espaço de tensões principais
(Fonte: [13]).
definem a direção do escoamento plástico e de q. O parâmetro γ ≥ 0 é
uma função não-negativa, chamada de parâmetro de consistência, que dá a
“velocidade” da plastificação e obedece as condições de complementaridade
de Kuhn-Tucker (condições de carga-descarga):
γ ≥ 0, f (σ, q) ≤ 0, γf (σ, q) = 0, (3.58)
além disso, satisfaz a condição de consistência:
γ f˙ (σ, q) = 0 (3.59)
onde f˙ é a taxa da função de escoamento.
Das condições de complementaridade de Kuhn-Tucker, têm-se duas
situações:
1) Para o caso em que {σ, q} ∈ int(Eσ), tem-se f (σ, q) < 0 e conclui-
se que γ = 0. Logo não há evolução de deformação plástica nem de
encruamento, ou seja, ε˙p = 0 e q˙ = 0. Assim, como o ponto em questão
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está no domínio elástico, tem-se ε˙ = ε˙e e uma resposta instantaneamente
elástica, onde a taxa para σ é:
σ˙ = C : ε˙ ≡ C : ε˙e. (3.60)
2) Para o caso em que {σ, q} ∈ ∂Eσ , tem-se f (σ, q) = 0 e conclui-se
que γ ≥ 0, ou seja, a plastificação pode estar ocorrendo ou não. De acordo
com a condição de consistência, tem-se os seguintes casos:
2.1) f˙ < 0, conclui-se que γ = 0, ou seja, está ocorrendo um descar-
regamento elástico, onde novamente ε˙p = 0 e q˙ = 0. Este tipo de resposta
é chamado de descarregamento de um estado plástico.
2.2) f˙ = 0 , pode-se obter duas situações: γ > 0 ou γ = 0 .
a) Se γ > 0, então há evolução da plastificação e do encruamento, ou
seja, ε˙p 	= 0 e q˙ 	= 0. Esta situação é chamada de carregamento plástico.
b) Se γ = 0, então não há variação da plastificação e do encruamento,
constituindo-se um estado de carregamento neutro.
Ainda explorando a condição de consistência, pode-se obter uma ex-
pressão para γ > 0. Usando a regra da cadeia, para derivar no tempo
a função f (σ, q) ∈ Eσ , e as equações (3.56), (3.57), juntamente com a
equação constitutiva em taxa, no regime elástico:
σ˙ = C : [ε˙− ε˙p]≡ C : [ε˙− γr] , (3.61)
obtém-se:
f˙ = ∂σf : σ˙ + ∂qf · q˙ (3.62)
= ∂σf : C : [ε˙− ε˙p] + ∂qf · q˙
= ∂σf : C : ε˙− γ [∂σf : C : r + ∂qf · h] ≤ 0, (3.63)







Com a hipótese de que a regra do escoamento, a lei do encruamento e
a condição de escoamento são tais que ocorre a seguinte desigualdade:
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[∂σf : C : r + ∂qf · h] > 0, (3.64)
usando-se a teoria da associatividade:
r = ∂σf, (3.65)
h = ∂qf, (3.66)
e sabendo que o tensor C é positivo definido, obtém-se que:
se f˙ = 0, então γ =
∂σf : C : ε˙
∂σf : C : r + ∂qf · h. (3.67)
A plasticidade perfeita ocorre quando h = 0. E de (3.59) e (3.62)
pode-se concluir também que:
γ ≥ 0⇐⇒ ∂σf : C : ε˙ > 0 (3.68)
Após o escoamento plástico, substituindo (3.67) em (3.61):
σ˙ = C :
[
ε˙− ∂σf : C : ε˙
∂σf : C : r + ∂qf · hr
]
= C : ε˙−
[
C : r ⊗C : ∂σf




C− C : r ⊗C : ∂σf





σ˙ = Cep: ε˙, (3.70)
onde Cep é o módulo tangente elastoplástico, dado por:
Cep =
 C, se γ = 0C− C : r ⊗C : ∂σf
∂σf : C : r + ∂qf · h, se γ > 0
. (3.71)
Cep é um tensor de quarta ordem freqüentemente chamado de operador
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tangente elastoplástico contínuo [20]. Geralmente, Cep não é simétrico
para qualquer valor de r (σ, q), exceto no caso de regra da associatividade
da equação (3.65).
As equações vistas acima fazem parte do conjunto de equações que
governam a plasticidade geral, podendo ser aplicadas a diferentes modelos
constitutivos elastoplásticos, já que não foi feita alguma particularização
com relação a função f (σ, q).
A seguir serão apresentados dois modelos clássicos para plasticidade
tridimensional em metais, o elastoplástico perfeito e o modelo com encru-
amento isotrópico linear.
3.2.1 Modelo elastoplástico perfeito - J2
Para o modelo elastoplástico perfeito, que não considera o encruamento
(h = 0), adota-se a seguinte função que equivale a condição de escoamento
de von Mises:





é denominada tensão equivalente ou tensão de von Mises. J2 é o segundo





‖σ‖2 − 13 (tr [σ])2
2
, (3.74)
na qual s, que possui seu traço nulo, é definido por:
s = σ− (σmI) , (3.75)
sendo I o tensor identidade de segunda ordem e (σmI) a parcela hidrostática
do tensor tensão σ, com σm definido por:
σm =
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Figura 3.9: Superfície de escoamento de von Misses (Fonte: [13]).
O invariante J2 também pode ser escrito em termos de componentes





(σx − σy)2 + (σx − σz)2 + (σy − σz)2
]





No espaço de tensões principais, a superfície de escoamento definida
pelo critério de von Mises é um cilindro de raio
√
2J2, cujo eixo corresponde
ao hidrostático (σ1 = σ2 = σ3 = σm), como mostra a Figura 3.9.











é o raio da superfície de escoamento e σy é a tensão limite de escoamento.
A taxa de deformação plástica fica expressa na forma:
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σ − 13 (tr [σ]) I√

















‖s‖ é um tensor de norma unitária que dá a







Considerando o fato de que para o modelo de von Mises N é um tensor
deviatórico, tem-se [5]:
C :N = 2µ N (3.82)
e usando a equação (3.81), segue que:
N : C :N = 3µ. (3.83)
Uma vez que tr [ε˙p] ≡ 0, o que implica que a deformação plástica ocorre
sem provocar variação de volume (processo isocórico), partindo da equação
(3.67) e adotando-se r = ∂σf = N (normalidade) e h = 0, obtém-se a
seguinte expressão para o parâmetro de consistência:
γ =
N : C : ε˙




N : ε˙, (3.84)
onde fez-se o uso do fato que (n.n) = ‖n‖2 = 1 e tr[n] = 0.
Assim, substituindo (3.84) em (3.80), obtém-se:






N = (n⊗ n) ε˙ (3.85)
e a taxa do tensor de tensões pode ser reescrita como:
σ˙ = C : [ε˙− ε˙p] = C : [ε˙− (n⊗ n) ε˙] = C : [II− (n⊗ n)] ε˙.
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Finalmente, o operador tangente elastoplástico para este caso particu-
lar é expresso por:
Cep =
{
C, se γ = 0
C : [II− (n⊗ n)] = λI⊗ I+ 2µ [II− (n⊗ n)] , se γ > 0 .
(3.86)
Outra maneira de se obter este mesmo resultado é partir da equação
(3.71) e novamente adotar r = ∂σf = N (normalidade) e h = 0. Assim,
obtém-se a seguinte expressão para o operador tangente elastoplástico:
Cep =
 C, se γ = 0C− C :N⊗C : N
N : C :N
, se γ > 0
. (3.87)
Fazendo-se uso das equações (3.82) e (3.83) em (3.87), o operador tan-
gente elastoplástico fica também expresso por:
Cep =
{
C, se γ = 0
C− 2µ (n⊗ n) = λI⊗ I+ 2µ [II− (n⊗ n)] , se γ > 0 .
(3.88)
3.2.2 Modelo elastoplástico J2 com encruamento
isotrópico linear
Para o caso do modelo elastoplástico com encruamento isotrópico linear a
condição de escoamento de von Mises passa a ser dada por:
f (σ, q) = ς − (σy + q) ≤ 0, (3.89)
onde q = H ′α .
Adotando-se a associatividade no encruamento, onde h = G ∂qf , e
sendo G = H ′, pode-se reescrever a equação (3.57) como:
q˙ = −γH ′∂qf = −γH ′ (−1) = γH ′. (3.90)
A lei de evolução para α é dada por:
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α˙ = −γ∂qf = γ, (3.91)
sendo que a lei de evolução do tensor de deformações plásticas é a mesma
dada pela equação (3.80).
Em termos da descrição termodinâmica, o modelo de von Mises com
encruamento isotrópico é obtido postulando-se que:
α ≡ ε˘p, (3.92)























dada por |ε˙p| .
O cálculo do parâmetro de consistência γ > 0 também é acrescido de
termos referentes ao encruamento, que partindo da equação (3.67), usando-
se a equação (3.89) e adotando-se r = ∂σf =N (normalidade), juntamente
com a associatividade no encruamento (h = G∂qf), chega-se a forma:
γ =
N : C : ε˙
N : C :N+H′
. (3.94)
Sendo válidas as relações (n.n) = ‖n‖2 = 1 e tr[n] = 0, com C dado








Com a aplicação de (3.95) em (3.80), obtém-se:












Capítulo 3. Plasticidade 43
e a taxa para σ passa a ser:
σ˙ = C :
[





























Outra maneira de se obter este mesmo resultado é partir da equação
(3.71) e novamente adotar r = ∂σf = N (normalidade) e h = G∂qf
(associatividade), com G = H′. Assim, obtém-se a seguinte expressão
para o operador tangente elastoplástico:
Cep =
 C, se γ = 0C− C :N⊗C :N
N : C :N+ ∂qf H ′∂qf
, se γ > 0
. (3.99)
Fazendo-se uso das equações (3.82) e (3.83) em (3.99), o operador tan-











, se γ > 0.
(3.100)
3.2.3 Algoritmo de integração e mapeamento de
retorno para elastoplasticidade 3D
O algoritmo para o caso tridimensional é similar ao do caso unidimensional,
onde as expressões são apresentadas em forma de passo finito utilizando-se
o modelo constitutivo na sua fórmula incremental implícita que conduz ao
algoritmo de retorno [5].
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Relação entre os tensores deviatóricos
Para o desenvolvimento deste algoritmo, deve-se obter uma relação entre
os tensores deviatóricos sn+1 e stesten+1 . Para o passo (n+1), a tensão teste
é dada por:




= C : (εn+1 − εpn) , (3.101)






onde s e p denotam, respectivamente, as tensões deviatórica e volumétrica,
sendo escritas como:





v n+1 , (3.104)
onde µ e κ são, respectivamente, os módulos de cisalhamento e volumétrico
e os subscritos v e d na deformação elástica teste denotam as componentes
volumétrica e deviatórica, dadas respectivamente por:










εe testev n+1 I. (3.106)
Assim, sendo εpn+1 = ε
p
n+∆γNn+1 e usando a equação (3.81), a tensão
deviatórica sn+1 pode ser escrita como:
sn+1 = 2µ
(















, pode-se reescrever a equação (3.107) da seguinte forma:
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‖sn+1‖nn+1 =












Algoritmo implícito para integração numérica das equações con-
stitutivas elastoplásticas 3D
Assim, tem-se o seguinte algoritmo para elastoplasticidade tridimensional
com encruamento isotrópico linear
1) Calcula estado teste (predidor elástico):
Dado ∆ε e as variáveis de estado em tn, calcula o estado elástico teste









ptesten+1 = κ ε
e teste
v n+1














2) Testa consistência plástica:
46 Mod. da ev. do dano ortotrópico acoplado à elastop. em metais










∥∥stesten+1 ∥∥− (σy +H ′αtesten+1 ) ≤ 0, (então passo elástico)
o conjunto (·)n+1 = (·)testen+1 e Cepn+1=C,
finaliza.
Senão (passo plástico, vá para (3)).
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nn+1 ⊗ nn+1 + κ I⊗ I,
onde κ := λ+ 23µ > 0 é o módulo volumétrico.
Finaliza.
Observação:
‖·‖ é a norma euclidiana.
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Capítulo 4
Mecânica do Dano em
Meio Contínuo
A Mecânica do Dano em Meio Contínuo (MDC) é um ramo da mecânica
dos sólidos em meio contínuo, onde é possível formular modelos constitu-
tivos capazes de descrever a degradação interna de sólidos.
Nas últimas duas décadas, as abordagens da mecânica do dano têm
aparecido como um caminho viável para a descrição de dano material dis-
tribuído, incluindo degradação da rigidez do material, iniciação, cresci-
mento e coalescência de micro-trincas, bem como a anisotropia do dano
[19]. Algumas teorias inelásticas comumente empregadas acoplam, por
exemplo, elastoplasticidade e mecânica do dano, em que as equações bási-
cas para o modelo são escritas com base na termodinâmica de processos
irreversíveis.
Muitos modelos para estimativas de acúmulo de micro-dano em ma-
teriais dúteis têm sido estudados, alguns baseados na micro-mecânica do
dano (modelo de dano micro-mecânico), enquanto outros estão baseados na
teoria de dano contínuo (modelo de dano fenomenológico) que é o modelo
estudado neste trabalho.
No modelo de dano micro-mecânico, a variável de dano precisa repre-
sentar algumas médias de defeitos microscópicos que caracterizam o estado
de deterioração interna, como por exemplo, a geometria ou a distribuição
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de micro-defeitos. Já no modelo fenomenológico, a variável de dano pode
ser definida com base na influência que a degradação interna exerce nas
propriedades macroscópicas do material, como por exemplo, o módulo elás-
tico, a tensão limite de escoamento, a densidade de resistência elétrica. No
presente estado da MDC tem-se verificado que, em geral, a perda de in-
formação microscópica resultante de aproximações fenomenológicas é com-
pensada pelo ganho no tratamento computacional, experimental e analítico
do modelo.
A formulação de dano aqui apresentada está baseada nos princípios da
mecânica em meio contínuo, no princípio de equivalência de deformação
e no conceito de tensão efetiva σ¯, tendo L.M. Kachanov como pioneiro
neste estudo, no contexto de modelo de dano isotrópico [2, 24, 25].
Em engenharia, a mecânica em meio contínuo trata com quantidades
definidas em um ponto matemático, que do ponto de vista físico repre-
sentam médias em um certo volume chamado Elemento de Volume Rep-
resentativo (EVR), ver Figura 4.1, orientado por uma normal de direção
n. Para propósito experimental ou análise numérica é comum considerá-lo
na ordem de magnitude de (0, 1 mm)3para metais [4, 11]. As descon-
tinuidades do dano são “pequenas” com relação ao tamanho do EVR, mas
são "grandes"quando comparadas ao espaçamento atômico.
Assim, o dano em materiais sólidos, no contexto mecânico, é a criação,
crescimento e coalescência de micro-vãos ou micro-trincas que são descon-
tinuidades em um meio considerado contínuo [11], presentes numa escala
menor do que a escala do EVR [12], e podem eventualmente conduzir para
a falha macroscópica (Figura 4.2). A evolução do dano pode ser ativada
por diferentes mecanismos físicos que dependem fundamentalmente da na-
tureza do material, do tipo de carregamento, da temperatura e de fatores
ambientais, tais como exposição a substâncias corrosivas ou radiação.
Do ponto de vista físico, as deformações irreversíveis ou plásticas in-
fluenciam no dano, porque fazem com que o número de uniões atômicas
(micro-escala) decresça, diminuindo a área elementar de resistência, já que
a plasticidade está diretamente relacionada a escorregamentos em nível de
cristais ou moléculas, que em metais podem ocorrer pelo movimento de
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Figura 4.1: Elemento de volume representativo de um sólido com dano
(Fonte: [28]).




Figura 4.2: Representação esquemática de dano dútil em metais (Fonte:
[5]).
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Figura 4.3: Deformação plástica por deslizamento devido a movimento
de discordância.
discordâncias (Figura 4.3). Daí inicia-se a trinca em nível de mesoescala,
na qual são escritas as equações constitutivas para análise mecânica, for-
muladas no contexto da termodinâmica.
Segundo [8], o dano introduz dois efeitos nas relações constitutivas do
material: a degradação do módulo de Young e a redução da superfície de
escoamento.
Muitos pesquisadores tendem a adotar uma variável de dano escalar
isotrópica, que é tradicional e mais simples. No entanto, para uma apli-
cação mais realista dos princípios da mecânica do dano, é necessário consid-
erar a anisotropia do dano, onde o fenômeno anisotrópico da distribuição
de micro-danos num material é interpretado usando um tensor simétrico
de segunda ordem. Neste caso, diferentes níveis de dano são relacionados
a direções principais, e um simples parâmetro de dano escalar não é mais
suficiente para quantificar o dano em todas as direções [14].
4.1 Dano unidimensional
O primeiro modelo de dano unidimensional baseado nos princípios da MDC
e conceitos de tensão efetiva foi proposto por Kachanov (1958) para falha
por fluência em metais, com carregamento unidimensional. Este modelo
não apresentava um claro significado físico para o dano, que foi dado mais
tarde por Rabotnov (1963), propondo a redução da área de um plano da
seção tranversal que corta um EVR, devido a micro-trincas, como uma
medida satisfatória do estado de dano interno [10, 5].
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Figura 4.4: EVR danificado em 1 D.
Neste sentido, para casos gerais onde micro-vãos e micro-trincas podem
existir, a variável de dano é fisicamente definida pela densidade da super-
fície de micro-trincas e intersecções de micro-vãos sobre um plano de seção
transversal A cortando o EVR (Figura 4.4). Para um plano com normal





onde A¯ é a área efetiva de resistência da seção transversal do EVR, corre-
spondente a área A.
Para a hipótese de dano isotrópico, a variável escalar de dano D(n) não
depende da normal, como proposto por Kachanov. Logo, considerando-se
o EVR de um corpo danificado, sujeito a uma força trativa F , a variável








onde AD é a área danificada e A¯ é a área que efetivamente resiste ao
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carregamento. Daí, segue desta definição que o valor da variável escalar
D é limitada por 0 e 1:
0 ≤ D ≤ 1; (4.3)
onde D = 0 corresponde ao material do elemento sem dano e D = 1 é um
valor crítico que implica na ruptura do elemento em duas partes.






A Figura 4.5 mostra uma barra cilíndrica sujeita a tração uniaxial nas
suas configurações danificada e efetiva sem dano (íntegra). Como nas duas
configurações a barra é sujeita a mesma força de tração, considerando-se a
configuração sem dano, obtém-se a seguinte equação para a tensão efetiva











Como a área íntegra é menor do que a nominal, para a mesma força
aplicada a tensão efetiva num meio danificado resulta comparativamente
maior que a tensão nominal.
Em estudos mais recentes, a MDC foi formalizada por Lemaitre e
Chaboche (1985), com base numa metodologia fundamentada na termod-
inâmica dos processos irreversíveis, usando a degradação do módulo elás-
tico como a medida macroscópica de dano (modelo fenomenológico).
Para a formulação das relações constitutivas em meios contínuos com
dano, baseia-se em alguns princípios descritos a seguir [13, 10, 4] .
a) Princípio geral de equivalência de resposta constitutiva: é postulado
na mesoescala afim de evitar a análise micro-mecânica. Este princípio esta-












Figura 4.5: Barra cilíndrica sujeita a tração uniaxial: trincas e vazios são
removidos simultaneamente (Fonte: [2]).
belece que a lei constitutiva do meio danificado é obtida da lei constitutiva
da parte íntegra do meio danificado, onde o tensor de tensões é substituido
pelo tensor de tensão efetiva e o tensor linear de deformação pelo tensor
de deformação efetiva.
Para o caso de tração uniaxial, a relação constitutiva do meio danificado
é a lei de Hooke da elasticidade linear:
σ = E˜ ε (4.7)
onde ε é a deformação e E˜ é o módulo de elasticidade do meio danificado
(módulo de Young). E considerando o princípio geral de equivalência de
resposta constitutiva, a mesma relação constitutiva elástica é aplicada à
parte íntegra do meio danificado (estado efetivo):
σ¯ = E ε¯, (4.8)
onde σ¯, ε¯ são os equivalentes efetivos de σ, ε respectivamente e E é o
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módulo de elasticidade da parte íntegra do meio danificado.
O cálculo do módulo de elasticidade E˜ depende da escolha dos princí-
pios de equivalência mostrados a seguir.
b) Princípio de equivalência de energia: Este princípio considera que
a energia de deformação é a mesma tanto no meio danificado, quanto na
parte íntegra do meio danificado. Assim, sendo a função escalar de energia





pela hipótese de equivalência de energia elástica, proposta por Sidoroff
[10], U é igualada a energia de deformação elástica efetiva, como segue:






A partir da equação (4.10) e usando a equação (4.6), obtém-se as
seguintes equações para ε¯ e E˜, relacionadas a ε e E, respectivamente:
ε¯ = (1−D)ε, (4.11)
E˜ = (1−D)2E. (4.12)






onde E é constante para o material efetivo e E˜ varia com o dano.
c) Princípio de equivalência de deformação: Este princípio estabelece
que o estado de deformação do meio danificado é o mesmo da parte íntegra









E (1−D) , (4.13)
com
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d) Princípío de equivalência de tensão: Este princípio estabelece que o
estado de tensão do meio danificado é o mesmo da parte íntegra do meio
danificado, cada qual com seu módulo de elasticidade:
σ = E˜ ε = Eε¯ = E (1−D)ε, (4.16)
com E˜ e D idênticos aos das equações (4.14) e (4.15), respectivamente.
Pode-se verificar pela equação (4.15) que a variável de dano é definida
baseando-se na influência que a degradação interna exerce nas propriedades
macroscópicas do material, já que o modelo de dano estudado é o fenom-
enológico. Em condições isotrópicas, a classe de modelos de dano apresen-
tada por Lemaitre e Chaboche [5] também usa esta mesma equação para
o dano.
Na mesoescala, a ruptura do material ocorre quando as trincas ocupam
toda a superfície do EVR, ou seja, quando D = 1. O início da mesotrinca
é definido pelo valor crítico de dano Dc, que é um parâmetro determinado
experimentalmente e sendo assim, depende do material e das condições de
carregamento [4].
O final da decoesão dos átomos é caracterizado por um valor crítico





Praticamente σ∞ pode ser aproximada pelo maior valor de tensão σu
(tensão última) do diagrama tensão-deformação, que é mais fácil de encon-
trar, mas é sempre menor que σ∞. Logo, o valor crítico do dano, ocorrendo
para uma tensão unidimensional σ, pode ser escrito como:
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Dc ≃ 1− σ
σu
. (4.18)
Usualmente o Dc varia entre 0, 2 e 0, 5. Esta relação, aplicada a um teste
de tração pura monotônica, que é tomada como uma referência, define o
correspondente valor crítico de dano D1c considerado uma característica
do material:
D1c = 1− σR
σu
, (4.19)
onde σR é a tensão de ruptura.
Para o caso de tração pura, a ocorrência de micro-trincas, pela qual
se inicia o dano, só ocorre quando a deformação plástica atinge um certo
valor εD, chamado de do limiar de dano, ou seja:
εp < εD −→ D = 0. (4.20)
Com relação ao dano acoplado à plasticidade, Lemaitre (1983) propôs
um modelo puramente fenomenológico para o dano dútil isotrópico em
metais com variável de dano escalar. Neste modelo, o conceito de tensão
efetiva é usado para a união entre plasticidade e dano, isto é, a tensão
real é substituida pela tensão efetiva no critério de escoamento de von
Mises. Desta forma, a função de escoamento para o caso de encruamento
isotrópico linear é escrita como:
f = |ς¯| − (σy +H ′α) , (4.21)
onde ς¯ = ς1−D é a tensão equivalente efetiva, com ς dada pela equação
( 3.73), σy é a tensão limite de escoamento, H ′ é o módulo plástico de
encruamento isotrópico e α a variável interna de encruamento isotrópico.
4.2 Dano tridimensional
Desde o desenvolvimento original de Kachanov e Rabotnov, não levou
muito tempo para que o conceito de variável de dano interno fosse gener-
alizado para situações tridimensionais [5]. Fisicamente, a variável de dano
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Figura 4.6: Dano físico (Fonte: [4]).
é definida como a densidade da superfície de micro-trincas sobre um plano









onde δS˜ representa a área íntegra num meio danificado e δSD é a superfície
danificada.
Para o estudo de dano tridimensional em metais dúteis acoplado com
plasticidade, será considerado o modelo de Lemeitre para dano isotrópico
e ortotrópico [11, 5], baseado no conceito de tensão efetiva e na hipótese
de equivalência de deformação.
Neste caso, a forma generalizada da relação constitutiva estabelece uma
relação entre tensores de segunda ordem de tensão e de deformação por
meio de um tensor constitutivo de rigidez elástica de quarta ordem.
σij = Cijkl : εkl. (4.22)
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4.2.1 Termodinâmica do dano
O ponto de partida dessa teoria é a hipótese de que a energia livre, tomada
como potencial termodinâmico, é uma função do conjunto de variáveis de
estado internas {εe, α, D} [5], isto é:
ψ = ψ (εe, α,D) , (4.23)
onde D e α são variáveis escalares internas associadas ao dano isotrópico
e ao encruamento isotrópico, respectivamente.
Potencial de dissipação e leis de evolução
A dissipação, que precisa ser positiva para satisfazer a segunda lei da
termodinâmica, é escrita através da desigualdade de Clausius-Duhem, da
seguinte forma [13]:
σ : ε˙p − qα˙− Y D˙ ≥ 0.
Considera-se um potencial de dissipação ϕ, que é função das variáveis
associadas {σ, q,Y } das quais derivam as leis de evolução para {εp, α, D}
[21]. Admite-se sua decomposição em uma parcela relativa aos efeitos de
plastificação e encruamento ϕp e outra relativa a danificação ϕd,
ϕ = ϕp (σ, q;D) + ϕd (Y ;D) . (4.24)
Do potencial de dissipação são derivadas as leis que governam a evolução
das variáveis internas {εp, α, D}, que para o caso de dano acoplado com





α˙ = −γ ∂ϕ
∂q
, (4.26)
D˙ = −γ ∂ϕ
∂Y
. (4.27)
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4.2.2 Dano isotrópico
Se o dano é isotrópico, então a variável de dano D(n) é um escalar e
apresenta o mesmo valor em todas as direções [27], não dependendo da
normal n.
Segundo a hipótese de decomposição entre elasticidade-dano e encru-
amento plástico, a energia livre pode ser escrita como a seguinte soma
[5]:
ψ = ψed (εe,D) + ψp (α) , (4.28)
onde ψed e ψp são, respectivamente, a contribuição de elasticidade-dano e
a contribuição plástica para a energia livre. De acordo com o princípio de
























2E (1−D) , (4.30)
onde C é o tensor de módulo elástico isotrópico do meio íntegro, ρ é a den-




2s : s a tensão equivalente de von Mises, µ e κ são o
segundo coeficiente de Lamé e o módulo volumétrico, respectivamente, ν
é o coeficiente de poisson, E é o módulo de elasticidade e Rv é a função













é a razão de triaxialidade, que tem um papel
importante na ruptura dos materiais, já que quanto maior esta razão,
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menor a ductilidade do material [4].









= (1−D)−1C−1 : σ ou
εeij = (1−D)−1C−1ijklσkl = 1+ν(1−D)Eσij − ν(1−D)Eσkkδij .
(4.33)
O tensor tensão efetivo σ¯ pode ser escrito como:
σ¯ =
σ
(1−D) ou σ¯ij =
σij
(1−D) (4.34)
e pelo princípio geral de equivalência da resposta constitutiva, tem-se [13]:
σ¯ = C : ε¯e. (4.35)
A relação constitutiva do meio danificado contínuo é dada por:
σ = C˜ : εe, (4.36)
ou inversamente,
εe = C˜−1 : σ, (4.37)
onde C˜ é o tensor de módulo elástico efetivo, que considera o efeito da
danificação. Com a hipótese de equivalência de deformação, igualando-se
as equações (4.33) e (4.37), obtém-se:
C˜ = (1−D)C, (4.38)
com a variável de dano tomando valores no intervalo [0, 1] .
Assim como visto no caso de dano unidimensional, além do princípio
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de equivalência de deformação, também podem ser usados outros dois
princípios básicos para o cálculo do tensor C˜, citados abaixo:
1) Princípio de equivalência de tensão, na qual obtém-se o mesmo re-
sultado da equação (4.38).
2) Princípio de equivalência de energia de deformação, com
C˜ = (1−D)2C. (4.39)
Entre os três tipos de equivalência mencionados, o de equivalência de
deformação é usado com mais frequência.
A força termodinâmica relacionada à variável interna de dano também















onde W ed é a energia de deformação elástica do meio danificado. Desta
forma, usando a inversa da lei tensão-deformação (eq. (4.33)), tem-se:
Y = − 1
2(1−D)2













Comumente conhecido como a taxa de densidade de energia liberada
pelo dano, (−Y ) corresponde a variação da densidade de energia interna
devido ao crescimento do dano sob tensão constante.
Quanto ao potencial de dissipação, suas parcelas relativas aos efeitos
de plastificação e encruamento ϕp e danificação ϕd, são dadas por:
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sendo que r e s são parâmetros do material, definidas mediante ensaios
experimentais. Aqui é adotada a hipótese de plasticidade associada, onde
o critério de escoamento é usado como potencial plástico.
Para a função de escoamento f , é adotada a seguinte forma de von
Mises:




2 s¯ : s¯ =
√
3J2 (¯s), q = H ′α e σy é a tensão limite de escoa-
mento inicial do material.
A regra da normalidade (hipótese clássica de materiais padrão gen-
eralizados) com relação a ϕ pode ser considerada válida, e obtêm-se as







= γN, (regra do escoamento) (4.46)












(1−D)√2J2 (s) = 32 s(1−D)√3J2 (s) ,
(4.47)
e J2 é o segundo invariante do tensor deviatórico de tensões s.






Fazendo-se uso da regra do escoamento, dada pela equação (4.46), a lei

















e a lei de evolução do dano é escrita como:
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Este modelo admite que o dano evolua somente após ser atingido certo
valor para a deformação plástica acumulada ε˘p, sendo que este valor crítico
é chamado limiar de dano e é denotado por εD. Para carregamento
monotônico, o limiar de dano εD é obtido através de teste de tração pura.
Assim, a lei de evolução do dano (4.51) pode ser modificada para:






, ε˘p > εD, (4.52)




1 se a ≥ 0
0 se a < 0
, para algum escalar a. (4.53)
A condição de iniciação de uma meso-trinca é alcançada quando a var-
iável escalar de dano atinge o valor crítico Dc, que no caso unidimensional
corresponde a um valor crítico de deformação plástica acumulada, chamada
de deformação plástica de ruptura εR. O termo Dc é considerado uma con-
stante do material que não é fácil de medir. Em um teste de tração pura,
quando o dano se desenvolve no encruamento saturado, a tensão decresce
da tensão última σu até a tensão de ruptura σR, de tal forma que para o
caso de dano isotrópico tem-se [11]
Dc = 1− σR
σu
, (4.54)
onde σR é a tensão de ruptura do material e σu é a tensão última (ver
Figura 4.7). Para muitos materiais a equação (4.54) conduz a valores de
dano crítico entre 0, 2 e 0, 5.
Usualmente considera-se que o dano dútil ocorra quando as defor-
mações são grandes o suficiente para considerar o material como perfeita-
mente plástico (encruamento saturado). Então, em (4.51) pode-se consid-
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(1−D) = const. = σu. (4.55)
Para casos multi-dimensionais, experimentos mostram que s = 1 e
assim, o único coeficiente dependente do material na equação (4.51) é
σ2uupslope2Er, que pode ser identificado de experimentos monotônicos uniaxi-
ais. Por simplificação, para o caso multiaxial, os valores do limiar de dano
εD e da deformação plástica de ruptura εR, são considerados os mesmos
do caso unidimensional e podem ser determinados em ensaios uniaxiais.
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(ε˘p − εD), (4.57)
com D = 0 se εp ≤ εD.






(εR − εD). (4.58)





εR − εD (4.59)











onde o dano evolui linearmente com a deformação plástica acumulada.
O módulo tangente algoritmico, ou seja, o operador tangente consis-
tente com o algoritmo de integração relativo ao dano isotrópico é apresen-
tado na subseção 4.2.4.
4.2.3 Dano ortotrópico
O dano é freqüentemente não isotrópico, devido a micro-trincas mais ou
menos perpendiculares à maior tensão principal positiva. Assim, a densi-
dade da superfície de micro-defeitos em um plano com normal n age através
de um operador que transforma a superfície δS em uma área menor, mas
contínua δS˜ = δS − δSD e n em outra normal n˜ (Figura 4.6). Esta nova
configuração é definida pela Mecânica do Dano em Meio Contínuo (MDC)
como configuração contínua efetiva [11].
Para manter o mesmo significado físico citado no início do capítulo, o
dano age através do operador (I−D) e
(δij −Dij)njδS = n˜iδS˜,
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onde δij é o delta de Kronecker e D é um tensor de dano simétrico de
segunda ordem.
Como não é considerada a distorção da superfície δS, induz-se a pro-
priedade de ortotropia, consistente com o fato de que o dano é governado
pela deformação plástica representada pelo tensor de segunda ordem εp.
Para considerar a ortotropia do dano, será usada uma extensão do modelo
de dano dútil isotrópico descrito anteriormente.
O dano geral anisotrópico é representado por um tensor de quarta or-
dem, mas para aplicações práticas é frequentemente usado um tensor de
segunda ordem simétrico [12], assim como os tensores de tensões e defor-
mações. Como mostrado por observações microscópicas, o tensor de dano
é principalmente dirigido pela deformação plástica, que o faz ortotrópico
[18]. Para este caso de dano é bem mais complicado assegurar uma boa
representação física e ainda sua compatibilidade com a termodinâmica.
De fato, a tensão efetiva com a representação de um tensor de dano de
segunda ordem é uma aproximação da tensão efetiva exata deduzida da
representação geral do dano por um tensor de quarta ordem.
Sendo que o dano modifica as propriedades elásticas dos materiais, um
tensor de elasticidade efetivo de quarta ordem é comumente introduzido
como:
σ = C˜ : εe, (4.61)




que é representado no caso isotrópico por C˜ = (1−D)C.
M é um tensor de quarta ordem, que também define o tensor tensão
efetivo:
σ¯ =M : σ ou σ¯ij =Mijklσkl, (4.63)
que generaliza a definição isotrópica σ¯ = σ1−D . Para um estado genérico de
deformação e dano, também seguindo o modelo de equivalência de defor-
Capítulo 4. Mecânica do Dano em Meio Contínuo 69
mação, o tensor efetivo de tensões é usualmente não-simétrico, e embora
hajam diferentes métodos para simetrizar σ¯, neste trabalho será utilizado
um método representado pela seguinte equação [11]:
σ¯ij = dev (HiksklHlj) +
p
1− dH δij , (4.64)
onde δij é o delta de Kronecker,
dH = ηDH , (4.65)
na qual η é um parâmetro do material introduzido por Lemaitre [15] associ-
ado com a variação do coeficiente de Poisson devido ao dano. O parâmetro


















O tensor M pode ser escrito como:














e da inversa de (4.63), o tensor de tensões σ também pode ser escrito
como:
σ =M−1 : σ¯ ou σij =M−1ijklσ¯kl,
onde


















com H−1 = (I−D) 12 .
O potencial ρψed (equação (4.30) para o caso isotrópico) representado








1− dH . (4.69)
Com relação às parcelas deviatórica e volumétrica, o tensor de tensões
efetivo pode ser escrito como:
σ¯ = s¯+ p¯I, (4.70)
na qual s¯ e p¯ são, respectivamente, a tensão efetiva deviatórica e volumétrica,
definidas como:
s¯ ≡ dev [HsH] , (4.71)
p¯ ≡ p
1− dH . (4.72)
O tensor taxa de densidade de energia liberada pelo dano −Y é dado
por −Yij = ρ ∂ψ∂Dij , mas é substituido na lei de evolução do dano pelo
escalar −Y¯ chamado de densidade de energia elástica efetiva, que pode ser






















onde Cijkl são as componentes do tensor de elasticidade C, E é o módulo
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2dev (·) : dev (·).
Segundo [15], a lei de evolução do dano anisotrópico é uma simples
extensão do caso isotrópico, se for considerado o seguinte potencial de
dissipação:










onde |·| aplicado a um tensor significa o valor absoluto em termos das
componentes principais, α é a variável interna associada ao encruamento
isotrópico, f é a função de escoamento de von Mises dada por:
f = ς¯ − (σy + q) , (4.77)




= γNx , (4.78)
onde são definidas as normais [11]:

















Para o caso de dano isotrópico, a normalNx é igual à normal de escoamento
N (equação (4.47)).
A evolução da variável de escoamento continua com sua forma usual:
α˙ = γ
e a taxa da deformação plástica acumulada é:












Nx :Nx γ. (4.81)
De acordo com o contexto da termodinâmica, a lei de evolução para o
tensor dano deriva do potencial de dissipação, onde segue a mesma direção
da deformação plástica:


















, ε˘p > εD. (4.83)




é a taxa da deformação







|ε˙pi | epi ⊗ epi , (4.84)
onde ε˙pi são os autovalores do tensor taxa de deformação plástica ε˙
p e {epi } é
a base ortonormal de autovetores da ε˙p. Se o material não estava danificado
antes do carregamento, as direções principais da taxa do dano coincidem
com as da taxa de deformação plástica. Observa-se que utilizando-se a lei
de evolução do dano apresentada na equação (4.83), no sistema de eixos
Cartesiano global, as componentes do tensor de dano Dij serão positivas
quando i = j e podem assumir valores positivos ou negativos se i 	= j. Já
nas direções de ortotropia (direções principais de dano), as componentes
de dano serão todas positivas.
Além disso, o dano existe somente após ser atingido um limiar escrito
em termos da deformação plástica acumulada, ou seja:
D˙ = 0, se ε˘p < εD. (4.85)
De acordo com a definição física de dano, a condição de iniciação de
uma meso-trinca é alcançada quando a intensidade do dano em um certo
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plano atinge o valor crítico Dc e isto ocorre quando o maior valor principal
de dano DI atinge Dc [18]:
maxDI = Dc −→ início da meso-trinca. (4.86)
Para o caso de dano anisotrópico, um valor aproximado para o dano crítico
é Dc = 0, 5.
4.2.4 Algoritmo de integração e mapeamento de re-
torno para elastoplasticidade acoplada ao dano
Abaixo, apresenta-se o modelo constitutivo, na sua fórmula incremental
implícita que conduz ao algoritmo de retorno, para o caso de elastoplas-
ticidade tridimensional com encruamento isotrópico, acoplado ao dano
isotrópico e ortotrópico, proposto em [11].
1) Calcula estado teste (preditor elástico):
Dado ∆ε e as variáveis de estado em tn, calcular o estado elástico teste








σ¯testen+1 = C ε
e teste
n+1
2) Testa consistência plástica:












)− (σy +H ′αtesten+1 ) ≤ 0, (então passo elástico)
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o conjunto (·)n+1 = (·)testen+1 e Cepn+1 = C,
finaliza.
Senão (passo plástico, vá para (3)).
3) Mapeamento de retorno (estado de correção):
Seja o residual local definido por {Rloc} = {Rεe , R△γ , RD}T , resolve
o sistema abaixo para as variáveis independentes W = {εe ,△γ,D}:

Rεe =△εe−△ε+△εp=εe(i)n+1 − εen −△ε+△γ(i)n+1 Nxn+1



































onde △ε = εn+1 − εn e Nx é dado pela equação (4.80).
Para solucionar o sistema acima pode-se usar novamente o esquema

























(ou alguma boa aproximação dela) se faz
necessária por razões de convergência. Neste trabalho será usado o método
de diferenças finitas para calcular a matriz jacobiana (ver na próxima sub-
seção).
4) Atualização:
Uma vez que as variáveis εen+1, △γn+1 e Dn+1 tenham sido determi-
nadas na resolução do sistema do passo (3), as variáveis remanescentes são
atualizadas explicitamente:
σ¯n+1 = C : ε
e
n+1
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αn+1 = αn +∆γn+1
ε
p
















1−Dn+1 , para dano isotrópico
σn+1 =M
−1
n+1 : σ¯n+1, para dano ortotrópico

















(1−Dn+1) , para dano isotrópico
5) Calcula o operador tangente elastoplástico:
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a expressão para o operador tangente elastoplástico consistente com o
algoritmo de integração implícito desenvolvido acima é [11]:
Cep =M−1 : C : [Jac]−1





4.2.5 Matriz jacobiana por diferenças finitas
O método de diferenças finitas usado para calcular a matriz jacobiana da
subseção anterior (passo 3) será descrito a seguir.




X1 X2 X3 · · · Xm
}T
.
O índice m refere-se ao número de variáveis do sistema. Neste trabalho,
para o caso onde não há presença de dano, tem-se sete variáveis: △γ, εe1, εe2






6. E quando há presença de dano, além das sete anteriores,
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X(k) = X(k) +∆X(k). (4.89)
A convergência é testada fazendo-se
∣∣∣∆X(k+1)∣∣∣ / ∣∣∣X(k+1)∣∣∣ < 10−8.










































∆Y = (0, 00001)X(k).
























2 · · · X(k)j −∆Yj · · · X(k)m
}T
.
















O PrimeiroX(k) = X(0) usado nesta iteração local de Newton-Raphson
é oX(n), que convergiu no passo de carga n da iteração de Newton-Raphson
global. Desta forma, X(0) pode possuir coordenadas nulas. Neste caso,
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aplicou-se um valor padrão de perturbação igual a 10−10. Por exemplo, se




















2 · · · X(k)m
}T
.
















O tamanho do fator de perturbação é importante, pois quando o valor
adotado é pequeno, pode ocorrer erro de truncamento e arredondamento,
por exemplo. E se o valor adotado para a perturbação for grande, pode




Neste capítulo será feita uma análise dos resultados encontrados na im-
plementação numérica de alguns problemas. O Exemplo 1 é um problema
de elasticidade linear tridimensional e a sua principal finalidade é verificar
o programa de Elementos Finitos implementado, através da comparação
com software de simulação numérica.
Os demais casos são problemas de elastoplasticidade tridimensional,
sendo que a análise da convergência numérica dos mesmos será feita através
da comparação com dados da literatura e software comercial de Elementos
Finitos.
O Exemplo 2 tem como objetivo mostrar a convergência numérica do
algoritmo implementado em um problema de elastoplastidade tridimen-
sional via MEF. Nos Exemplos 3 e 4 é feito o acoplamento de plasticidade
com os danos isotrópico e ortotrópico, respectivamente, através da apli-
cação do modelo detalhado no algoritmo da Seção 4.2.4.
Toda a implementação computacional foi realizada via código próprio
implementado em MATLAB
R©
7.6.0, sendo que a visualização dos resulta-
dos das análises foram realizadas através do software GID
R©
9.0.2, que é um
sistema de pré e pós-processamento de resultados de Elementos Finitos.
Os resultados extraídos do MATLAB são valores nos pontos de integração,
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sendo que o GID faz as médias nos nós, para a plotagem dos resultados.
Para estes problemas, utilizaram-se elementos sólidos isoparamétricos
(hexaedros) de vinte nós e funções de forma quadráticas.
5.1 Exemplo 1 - Elasticidade linear tridimen-
sional
Este problema consiste na análise tridimensional de uma chapa de espes-
sura unitária com dois recortes cilíndricos (Figura 5.1), sujeita a uma força
uniformemente distribuída sobre suas faces superior e inferior, na direção
do eixo y. Neste problema foi utilizada a relação constitutiva elástica
linear. Os dados do problema são:
E = 210 GPa (módulo de elasticidade);
ν = 0, 3 (coeficiente de poisson);
F1 = 16800 N (força aplicada na face superior);
F2 = −16800 N (força aplicada na face inferior).
A análise estrutural é realizada apenas sobre um oitavo da estrutura.
A Figura 5.2 mostra a estrutura efetivamente analisada utilizando-se os
seguintes vínculos de simetria:
1) Impõe-se deslocamento nulo num plano normal ao eixo x, passando
por x = 0, na direção do eixo x.
2) Impõe-se deslocamento nulo num plano normal ao eixo y, passando
por y = 0, na direção do eixo y.
3) Impõe-se deslocamento nulo num plano normal ao eixo z, passando
por z = 0, na direção do eixo z.
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Figura 5.1: Dimensões da chapa.
Figura 5.2: Vínculos de simetria.
A força aplicada nesta análise foi de 4200 N, na face superior da
placa. Utilizou-se uma malha constituida de 67 elementos hexaédricos,
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como mostra a Figura 5.3, sendo que na espessura há apenas uma camada
de elementos. A malha utilizada é grosseira, no entanto a comparação
dos resultados não será feita com a solução analítica, mas com soluções
numéricas que usam malhas similares.
Figura 5.3: Malha utilizada na análise.
Os resultados obtidos pela simulação realizada via código próprio im-
plementado no programa Matlab foram comparados com as respostas obti-
das pelo ANSYS
R©
11.0. Na Figura 5.4, que apresenta a comparação entre
os deslocamentos na direção y, pode-se perceber que os resultados con-
cordam. Deve-se observar que embora as figuras apresentem o mesmo
número de cores, elas não são as mesmas para cada faixa de resposta.
Esta diferença também ocorrerá nas demais figuras comparativas ao longo
do trabalho. Na Figura 5.5 observa-se que as tensões equivalentes de von
Mises obtidas são bem próximas entre si.
No entanto, nos resultados extraídos do GID, o valor mínimo da tensão
equivalente de von Mises foi negativo, isto provavelmente devido ao seu
processo de pós-processamento. Desta forma, optou-se por apresentar na
Figura 5.5, um valor mínimo de tensão equivalente igual a 15, 01MPa, que
foi o valor obtido no Ansys. As regiões da figura na cor branca representam
valores entre −22, 127 MPa e 15, 01 MPa.
A Tabela 5.1 mostra os valores mínimos e máximos da tensão equiva-
lente extraídos do Matlab (nos pontos de integração) ,do GID (nos pontos
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Tabela 5.1: Valores mínimos e máximos da tensão equivalente, em MPa.
Tensão Equivalente Valor Mínimo Valor Máximo
MATLAB 6, 755 2846, 6
GID −22, 127 2941, 7
ANSYS 15, 01 2948
nodais) e do ANSYS (nos pontos nodais).
Figura 5.4: Deslocamento na direção y [mm].
5.2 Exemplo 2 - Elastoplasticidade tridimen-
sional
Este exemplo consiste num problema de elastoplasticidade tridimensional,
onde é analisada a mesma estrutura do Exemplo 1, utilizando-se os mes-
mos vínculos de simetria, a mesma malha (Figura 5.3), com deslocamento
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Figura 5.5: Tensão equivalente (MPa).
controlado na direção do eixo y, ao longo de 100 passos. O modelo consti-
tutivo do material da chapa é o elastoplástico, com critério de plastificação
de von Mises e encruamento isotrópico linear. A Figura 5.6 indica as faces
em que são aplicados os deslocamentos controlados na direção do eixo y
e seus respectivos valores. A estrutura efetivamente analisada, onde são
utilizados vínculos de simetria, é indicada pela Figura 5.7. Os dados do
problema são:
E = 210 GPa (módulo de elasticidade);
ν = 0, 3 (coeficiente de poisson);
H ′ = 10, 5 GPa (módulo de encruamento plástico isotrópico);
σy = 620 MPa (tensão limite de escoamento);
d = 1, 0 mm (deslocamento prescrito total).
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Figura 5.6: Dimensões da chapa e deslocamento controlado (Fonte: [13]).
Figura 5.7: Estrutura efetivamente analizada, utilizando-se vínculos de
simetria.
A simulação foi realizada via código próprio implementado no programa
Matlab e os resultados foram comparados com as respostas obtidas pelo
ANSYS e com dados obtidos em [13] via Método dos Elementos Finitos
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Generalizados (MEFG).
O MEFG é uma combinação de MEF com conceitos e técnicas típicas
dos métodos sem malha. No MEFG são utilizadas as funções de forma dos
elementos finitos, enriquecidas com funções polinomiais (adicionando-se
novos parâmetros aos nós) que são atreladas a pontos nodais do domínio,
visando melhorar a qualidade da aproximação no entorno desses pontos.
Assim, tem-se a possibilidade de enriquecer a aproximação apenas numa
região do domínio do problema, sem refinamento de malha [13, 32, 33].
No trabalho de [13] utilizaram-se elementos hexaédricos de oito nós,
com três tipos de aproximação do campo de deslocamentos:
1) Aproximação linear, indicada como não enriquecida (NE).
2) Aproximação linear com enriquecimento polinomial de primeiro grau
em todos os nós (P1).
3) Aproximação linear com enriquecimento polinomial de segundo grau
nos nós centrais da chapa analisada (ver nós marcados em vermelho na
Figura 5.8) e de primeiro grau nos outros nós (P2).
O autor conclui que obtém-se uma resposta muito ruim na utilização
de NE, quando comparada à obtida com o uso de P1 e P2, sendo que,
como esperado, a resposta obtida com P2 é melhor do que a obtida com
P1.
Na Figura 5.9, que apresenta a comparação entre as deformações plás-
ticas na direção y obtidas do Matlab e do ANSYS, pode-se perceber que os
resultados estão próximos. Como o valor mínimo da deformação plástica
obtido no GID também apresentou-se negativo, a figura apresenta regiões
brancas que representam valores entre −0, 0017 e 0.
Para comparar a tensão equivalente de von Mises, utililiza-se a Figura
5.10, com os resultados do Matlab e do ANSYS e a Figura 5.11, com os
resultados da análise de [13].
Logo, comparando as Figuras 5.10 e 5.11, pode-se observar que as re-
spostas são próximas. Como o valor mínimo da tensão equivalente extraído
do GID foi negativo, optou-se por apresentar na Figura 5.10 um valor mín-
imo de tensão equivalente igual a 30, 048 MPa, que foi o valor obtido no
Ansys.
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Tabela 5.2: Valores mínimos e máximos da tensão equivalente, em MPa.
Tensão equivalente Valor Mínimo Valor Máximo
MATLAB 52, 7026 2370, 1
GID −92, 131 2425, 2
ANSYS 30, 048 2366
MEFG ∼ 200 ∼ 2500
A Tabela 5.21 mostra os valores mínimos e máximos da tensão equiva-
lente extraídos do Matlab (nos pontos de integração), do GID (nos pontos
nodais) , do ANSYS (nos pontos nodais) e do MEFG [13]. Em [13] não é
mencionado o esquema de pós-processamento utilizado.
Figura 5.8: Malha de elementos utilizada em [13] (Fonte: [13]).
1O símbolo "∼", apresentado na tabela, significa que os valores máximos e mínimos
são aproximados, pois os gráficos extraídos de [13] não mostram os valores exatos.
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Figura 5.9: Deformação plástica na direção y.
Figura 5.10: Tensão Equivalente (MPa).
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Figura 5.11: Tensão Equivalente, em MPa (MEFG) (Fonte: [13]).
5.3 Exemplo 3 - Elastoplasticidade e dano
isotrópico tridimensional
Este exemplo consiste num problema de elastoplasticidade tridimensional
acoplada ao dano isótropico, onde é analisada a mesma estrutura do Ex-
emplo 1, utilizando-se os mesmos vínculos de simetria, a mesma mallha
(Figura 5.3), com deslocamento controlado na direção do eixo y, ao longo
de 100 passos. O modelo constitutivo do material da chapa é o elastoplás-
tico, com critério de plastificação de von Mises, encruamento isotrópico
linear e dano isotrópico, conforme apresentado na seção 4.2.2. A estrutura
efetivamente analisada, onde são utilizados vínculos de simetria, é indicada
pela Figura 5.7. Os dados do problema são:
E = 210 GPa (módulo de elasticidade);
ν = 0, 3 (coeficiente de poisson);
H′ = 10, 5 GPa (módulo de encruamento plástico isotrópico);
σy = 620 MPa (tensão limite de escoamento);
Dc = 0, 40 (dano crítico);
εD = 0, 0 (limiar de dano);
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εR = 0, 2 (deformação plástica correspontente ao dano crítico);
η = 1, 0 (parâmetro do material referente ao dano);
d = 1, 0 mm (deslocamento prescrito).
A simulação foi realizada via código próprio implementado no programa
Matlab e os resultados foram comparados com as respostas da análise de
[13], via MEFG, que utilizou elementos hexaédricos de oito nós e três tipos
de aproximação do campo de deslocamentos: a linear, indicada como não
enriquecida (NE), a linear com enriquecimento polinomial de primeiro grau
em todos os nós (P1) e a linear com enriquecimento polinomial de segundo
grau nos nós centrais da chapa (Figura 5.8) e de primeiro grau nos outros
nós (P2). Neste caso, o autor conclui que obtém-se uma resposta muito
ruim na utilização de NE, quando comparada à obtida com o uso de P1
e P2, sendo que a resposta obtida com P2 é melhor do que a obtida com
P1. O autor usa o modelo constitutivo de Lemaitre para o material que
forma a chapa, sendo que o algoritmo de integração é um pouco distinto do
utilizado no presente trabalho, já que é obtida uma expressão incremental
explícita para o multiplicador ∆γ e optou-se por introduzir uma forma
não-associativa para o modelo de Lemaitre. Neste exemplo utiliza-se a lei
de evolução do dano da equação (4.60), que é a mesma utilizada por [13].
Com relação à vizualização dos resultados, o trabalho de [13] não menciona
o esquema de pós-processamento utilizado.
Quanto à comparação de resultados, utilizou-se os valores de dano e
de tensão equivalente de von Mises obtidos nos passos 43 e 71, já que no
trabalho de [13] o valor máximo de dano foi atingido nos passos 43 (NE),
72 (P1) e 71 (P2). Como o deslocamento prescrito é aplicado num total de
100 passos, tem-se que os passos 43 e 71 correspondem a um deslocamento
de 0,43 mm e 0,71 mm, respectivamente.
Com relação ao passo 43, as Figuras 5.12 e 5.13, apresentam os mapas
de dano obtidos do Matlab e da análise de [13], respectivamente. E as
Figuras 5.14 e 5.15, apresentam os mapas de tensão equivalente obtidos
do Matlab e da análise de [13], respectivamente. Pode-se observar que os
resultados ficaram próximos.
Novamente, os resultados vistos no software GID, mostram os mínimos
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Tabela 5.3: Valores mínimos e máximos de dano e tensão equivalente em
MPa (d = 0,43 mm).
Valor Mínimo Valor Mínimo Valor Máximo
Dano MATLAB 0 0, 2337
GID −0.0059779 0, 24505
MEFG ∼ −0.02 ∼ 0.29
Tensão Equivalente MATLAB 13, 0813 1291, 1
GID −237, 83 1301, 1
MEFG ∼ 0 ∼ 1250
de dano e da tensão equivalente negativos. Desta forma, optou-se por
apresentar nas Figuras 5.12 e 5.14 os mesmos valores mínimos de dano e
tensão equivalente apresentados nas Figuras 5.13 e 5.15, respectivamente.
A Tabela 5.3 mostra os valores mínimos e máximos de dano e da tensão
equivalente extraídos do Matlab (nos pontos de integração), do GID (nos
pontos nodais) e do MEFG [13], referentes ao passo 43.
Figura 5.12: Dano, d = 0, 43 mm.
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Figura 5.13: Dano (MEFG), d = 0, 43 mm (Fonte: [13]).
Figura 5.14: Tensão Equivalente (MPa), d = 0, 43 mm.
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Figura 5.15: Tensão Equivalente emMPa (MEFG), d = 0, 43mm (Fonte:
[13]).
Com relação ao passo 71, as Figuras 5.16 e 5.17, apresentam os mapas
de dano obtidos do Matlab e da análise de [13], respectivamente; e as
Figuras 5.18 e 5.19, apresentam os mapas de tensão equivalente de von
Mises obtidos do Matlab e da análise de [13], respectivamente. Pode-se
observar que os resultados ficaram próximos.
A Tabela 5.4 mostra os valores mínimos e máximos de dano e da tensão
equivalente extraídos do Matlab (nos pontos de integração), do GID (no
pós-processamento dos resultados extraídos do Matlab) e do MEFG [13],
referentes ao passo 71. Observa-se que a Figura 5.18 apresenta duas regiões
na cor branca. A região branca limitada pela cor azul originou-se após ser
trocado o valor mínimo da tensão equivalente e corresponde a um valor
negativo. A região branca limitada pela cor vermelha já se encontrava
na figura original e corresponde a um valor maior do que o valor máximo
apresentado.
Na simulação realizada via código próprio implementado no programa
Matlab, o dano atingiu o valor crítico no passo 77. Assim, as Figuras 5.20
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Tabela 5.4: Valores mínimos e máximos de dano e tensão equivalente em
MPa (d = 0,71 mm).
Valor Mínimo Valor Mínimo Valor Máximo
Dano MATLAB 0 0, 369
GID −0.0065693 0, 38822
MEFG ∼ −0.02 ∼ 0.46
Tensão Equivalente MATLAB 23, 6418 1384, 7
GID −370, 76 1384, 6
MEFG ∼ 100 ∼ 1350
Figura 5.16: Dano, d = 0, 71 mm.
Capítulo 5. Exemplos de aplicação numérica 95
Figura 5.17: Dano, d = 0, 71 mm (Fonte: [13]).
Figura 5.18: Tensão Equivalente (MPA), d = 0, 71 mm.
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Figura 5.19: Tensão Equivalente em MPa (MEFG), d = 0, 71mm (Fonte:
[13]).
e 5.21 apresentam os mapas de dano e de tensão equivalente, respectiva-
mente, para o passo 76. A Tabela 5.5 mostra os valores mínimos e máximos
de dano e da tensão equivalente extraídos do Matlab (nos pontos de inte-
gração) e do GID (nos pontos nodais), referentes ao passo 77. Observa-se
que a Figura 5.21 apresenta três regiões na cor branca. As regiões brancas
limitadas pela cor azul originaram-se após ser trocado o valor mínimo da
tensão equivalente e correspondem a um valor negativo. A região branca
limitada pela cor vermelha já se encontrava na figura original e corresponde
a um valor maior que o valor máximo apresentado.
A Figura 5.22 apresenta a curva tensão equivalente - deformação plás-
tica acumulada (seus valores máximos no fundo do entalhe), até o dano
atingir seu valor crítico. Observa-se que a curva de tensão equivalente
efetiva é praticamente linear a partir do crescimento da deformação plás-
tica acumulada, sendo maior do que a tensão equivalente verdadeira. Isto
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Tabela 5.5: Valores mínimos e máximos de dano e tensão equivalente em
MPa (d = 0,76 mm).
Valor Mínimo Valor Mínimo Valor Máximo
Dano MATLAB 0 0, 3988
GID −0.0075111 0, 41995
Tensão Equivalente MATLAB 25, 6677 1382, 5
GID −338, 61 1379, 9
Figura 5.20: Dano, d = 0, 76 mm.
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Figura 5.21: Tensão Equivalente (MPa), d = 0, 76 mm.
se deve ao fato de que com o crescimento do dano, a área de resistência
decresce e a tensão efetiva cresce.
As Figuras 5.23 e 5.24 mostram, respectivamente, o comportamento da
evolução do dano com a tensão equivalente e com a deformação plástica
acumulada (seus valores máximos). Observa-se que a evolução do dano
ocorre após um valor de tensão equivalente próximo de 600 MPa, que é
quando inicia-se a deformação plástica, já que o limiar de dano para este
caso é zero. Também pode-se verificar que o dano e a deformação plástica
acumulada evoluem de forma linear, de acordo com a lei de evolução do
dano dada por (4.60), até atingirem seus valores máximos.
As Figuras 5.25 e 5.26 apresentam a influência do limiar de dano εD na
evolução do dano e da deformação plástica acumulada ε˘p. Para esta análise
foram utilizados os seguintes valores de limiar de dano: 0; 0,05; 0,10 e 0,15;
obtendo-se, respectivamente, os seguintes deslocamentos finais: 0,76 mm;
0,85 mm; 0,96 mm e 1 mm. Pode-se perceber que quanto menor o limiar
de dano, menor o deslocamento da peça até que sejam atingidos o dano
crítico ou o deslocamento prescrito.
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Deformação plástica acumulada máxima
 1) Tensão equivalente verdadeira
 2) Tensão equivalente efetiva
1
2
Figura 5.22: Curva tensão equivalente - deformação plástica acumulada
(d = 0, 76 mm).















Tensão equivalente máxima [MPa]
Figura 5.23: Curva dano - tensão equivalente (d = 0, 76 mm).
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Deformação plástica acumulada máxima
Figura 5.24: Curva dano - deformação plástica acumulada (d = 0, 76
mm).
A Figura 5.25 apresenta a evolução do dano com relação ao desloca-
mento. Observa-se que quanto menor o limiar de dano, mais rápido o dano
se inicia e chega ao seu valor crítico e, consequentemente, o deslocamento
final é menor. Neste caso, para εD = 0, 15, o dano não atinge seu valor
crítico ao final de todos os incrementos de deslocamento.
A Figura 5.26 apresenta a evolução da deformação plástica acumulada
com relação ao deslocamento, para os mesmos valores de limiar de dano
citados acima. Da mesma forma que acontece com o dano para εD = 0, 15,
a deformação plástica acumulada não atinge seu valor crítico ao final de
todos os incrementos de deslocamento. Além disso, verifica-se que para o
caso onde não há dano, a deformação plástica atinge seu menor valor.
A Figura 5.27 apresenta os valores de dano numa certa região da placa
analisada (linha AB em vermelho da Figura 5.28). Os valores apresentados
são referentes ao último incremento de deslocamento, até que se chegasse
ao dano crítico ou ao deslocamento total prescrito. Tais valores foram
retirados dos pontos de integração onde y = 0, 1127; z = 0, 1127 e x =
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Figura 5.25: Curva dano - deslocamento em y [mm].






 1) Limiar = 0
 2) Limiar = 0,05
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Figura 5.26: Curva deformação plástica acumulada - deslocamento em y
[mm].
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0, 1127; 0,5; 0,8873; 1,1127; 1,5; 1,8873; 2,1127; 2,5; 2,8873; 3,1127; 3,5;
3,8873; 4,05635; 4,25; 4,44365; 4,55635; 4,75; 4,94365. Os valores de limiar
de dano são os mesmos utilizados anteriormente. Observa-se que quando
o dano atinge seu valor crítico, a diferença entre os valores extremos de
dano apresentou-se menor para os menores valores do limiar de dano εD.
Para o limiar de dano igual a 0,15, o deslocamento prescrito foi alcançado
sem que o dano chegasse ao seu valor crítico. Além disso, para este mesmo
limiar, a maior parte da região analisada não foi danificada, sendo que a
danificação concentrou-se bem próximo ao entalhe, pois quando ela iniciou
a deformação plástica já encontrava-se bem acentuada (ver Figura 5.29).
















 1) Limiar = 0
 2) Limiar = 0,05
 3) Limiar = 0,10





Figura 5.27: Curvas dano - x [mm].
5.4 Exemplo 4 - Elastoplasticidade e dano
ortotrópico tridimensional
Este exemplo consiste num problema de elastoplasticidade tridimensional
acoplada ao dano ortotrópico, onde é analisada a mesma estrutura do Ex-
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Figura 5.28: Região analisada na placa em vermelho, linha AB .















Deformação plástica acumulada máxima








Figura 5.29: Curvas dano - deformação plástica acumulada para alguns
valores de limiar de dano.
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emplo 1, utilizando-se os mesmos vínculos de simetria, a mesma malha
(Figura 5.3), com deslocamento controlado na direção do eixo y, ao longo
de 100 passos. O modelo constitutivo do material da chapa é o elastoplás-
tico, com critério de plastificação de von Mises, encruamento isotrópico
linear e dano ortotrópico, conforme apresentado na seção 4.2.3. A estru-
tura efetivamente analisada, onde são utilizados vínculos de simetria, é
indicada na Figura 5.7. Os dados do problema são:
E = 210 GPa (módulo de elasticidade);
ν = 0, 3 (coeficiente de poisson);
H ′ = 10, 5 GPa (módulo de encruamento plástico isotrópico);
σy = 620 MPa (tensão limite de escoamento);
Dc = 0, 40 (dano crítico);
η = 3, 0 (parâmetro do material referente ao dano);
r = 3, 5 (parâmetro do material referente ao dano);
s = 1, 0 (parâmetro do material referente ao dano);
d = 1, 0 mm (deslocamento prescrito).
A simulação foi realizada via código próprio implementado no programa
Matlab. Alguns resultados foram comparados com respostas obtidas do
caso isotrópico, onde utilizou-se a lei de evolução do dano da equação (4.51)
e as mesmas constantes listadas acima, com η = 1, 0.
A Figura 5.30 apresenta a curva tensão equivalente - deformação plás-
tica acumulada (seus valores máximos no fundo do entalhe), para os mode-
los de dano isotrópico e ortotrópico, até que o dano atinja seu valor crítico,
com deslocamento de 0, 93 mm e 0, 90 mm, respectivamente. Pode-se
perceber que para o caso isotrópico a tensão atinge seu valor máximo
quando o valor da deformação plástica acumulada é igual a 0, 2 (como no
Exemplo 3). Para o caso ortotrópico, a deformação plástica acumulada
não atinge 0, 2. Após certo ponto, a tensão equivalente efetiva torna-se
maior do que a verdadeira, como se esperava.
A Figura 5.31 mostra a curva dano - deformação plástica acumulada
(seus valores máximos), para dano isotrópico e ortotrópico, até o dano
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Deformação plástica acumulada máxima
 1) Tensão equivalente (ortotrópico)
 2) Tensão equivalente efetiva (ortotrópico)
 3) Tensão equivalente (isotrópico)





Figura 5.30: Curva tensão equivalente - deformação plástica acumulada
até o valor crítico de dano.
atingir seu valor crítico. No caso ortotrópico são aprensentados os valores
principais de dano, correspondentes às direções de ortotropia. Percebe-
se que as curvas deste gráfico não são lineares, diferentemente do caso
isotrópico apresentado no Exemplo 3, onde foi utilizada a lei de evolução
do dano da equação (4.60). Assim como acontece com a tensão equiva-
lente, os valores de dano máximo são bem próximos nos casos isótropico
e ortotrópico, mas ocorrem em deformações plásticas inferiores no caso
ortotrópico.
A Figura 5.32 apresenta a curva dano - deslocamento em y para dano
isotrópico e ortotrópico (seus valores máximos) até que o dano atinja seu
valor crítico. Para o dano ortotrópico é apresentado o valor de dano princi-
pal 1. Pode-se perceber que no caso ortotrópico o dano crítico ocorre num
valor de deslocamento menor do que para o caso isotrópico e de acordo
com a Figura 5.33, o dano fica mais concentrado próximo ao entalhe no
caso ortotrópico.
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Deformação plástica acumulada máxima
 1) Dano Principal (1) ortotrópico
 2) Dano Principal (2) ortotrópico
 3) Dano Principal (3) ortotrópico





Figura 5.31: Curva dano - deformação plástica acumulada até o valor
crítico de dano.
Em seguida, apresentam-se curvas que mostram a influência dos parâmet-
ros η, r e εD na evolução do dano ortotrópico, com relação ao deslocamento
em y. A Figura 5.34 apresenta a influência de η com relação ao valor de
dano principal 1. Percebe-se que com o aumento de η, o dano crítico é
atingido com mais rapidez e assim o deslocamento é menor. Observa-se
que a variável η apresenta influência moderada com relação ao desloca-
mento final.
A Figura 5.35 apresenta a influência de r com relação ao valor de dano
principal 1. Percebe-se que com o aumento de r, o dano dano crítico
demora mais para ser atingido e assim o deslocamento é maior. Observa-
se que a variável r tem grande influência com relação ao deslocamento
final.
A Figura 5.36 apresenta a influência do limiar de dano εD com relação
ao valor de dano principal 1. Observa-se que, assim como no caso da
variação de r, com o aumento de εD, o dano crítico demora mais para ser
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Deslocamento em y [mm]
 1) Dano Principal (1) ortotrópico
 2) Dano isotrópico 
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Figura 5.32: Curva dano - deslocamento em y [mm].
atingido e assim o deslocamento é maior. Além disso, para εD = 0, 10 o
dano não atinge seu valor crítico.
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Figura 5.33: Concentração do dano próximo ao entalhe no passo de
deslocamento referente ao dano crítico.
Figura 5.34: Curva dano - deslocamento em y [mm] com variação de η.
Capítulo 5. Exemplos de aplicação numérica 109
































Deslocamento em y [mm]
 1) r = 0,25
 2) r = 0,30
 3) r = 0,318




Figura 5.35: Curva dano - deslocamento em y [mm] com variação de r.
































Deslocamento em y [mm]
 1) Limiar = 0
 2) Limiar = 0,05
 3) Limiar = 0,10
1 2
3
Figura 5.36: Curva dano - deslocamento em y [mm] com variação de εD.
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Capítulo 6
Conclusão
O objetivo desse trabalho foi, através da simulação numérica, verificar a
evolução do dano ortotrópico em metais acoplando-se as teorias de plasti-
cidade e dano.
Foi realizada uma breve revisão do MEF, onde apresentou-se o modelo
para análise linear e não linear. Discorreu-se sobre a teoria da plastici-
dade, no contexto unidimensional e tridimensional. Foram apresentados
conceitos da Mecânica do Dano em Meio Contínuo (MDC), via abordagem
de Lemaitre, onde estudaram-se os modelos de dano dútil unidimensional
e tridimensional baseados nos princípios da mecânica do contínuo, na
hipótese de equivalência de deformação e no conceito de tensão efetiva,
com base numa metodologia fundamentada na termodinâmica dos proces-
sos irreversíveis.
A implementação computacional realizada, adaptada a análises tridi-
mensionais, foi baseada no Método dos Elementos Finitos (MEF) e num
modelo constitutivo de Lemaitre que é próprio para materiais metálicos.
Este modelo serve tanto para análise de dano isotrópico como para dano or-
totrópico, além da análise sem danificação (apenas plastificação). Quanto
ao processo incremental iterativo do algoritmo numérico, foram utiliza-
dos controles de força e deslocamento, adotando-se o Método de Newton-
Raphson.
Neste estudo considerou-se um comportamento isotrópico do material,
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com encruamento isotrópico linear e critério de encruamento de von Mises.
A partir das simulações numéricas apresentadas no Capítulo 5, puderam-
se extrair algumas conclusões, apresentadas a seguir.
Quanto ao dano isotrópico, foram realizadas simulações utilizando-se
duas leis de evolução de dano distintas. A lei de evolução apresentada na
equação (4.51) foi utilizada para que os resultados da simulação fossem
comparados com os da literatura [13], que utilizou esta mesma lei (Ex-
emplo 3). A segunda lei de evolução de dano utilizada é apresentada na
equação (4.60), e usa os parâmetros de dano que também são usados na lei
de evolução de dano ortotrópico (Exemplo 4). Com relação a estas duas
leis de evolução, percebe-se algumas diferenças nos resultados das simu-
lações. Em ambas as simulações o dano crítico ocorre para um valor de
deformação plástica acumulada igual a 0,20, mas o deslocamento final e a
tensão equivalente de von Mises são maiores para a segunda lei de evolução
de dano. Além disso, como era de se esperar, para o primeiro caso a curva
dano - deformação plástica acumulada é linear e não linear para o segundo
caso.
Quanto ao dano ortotrópico, de acordo com a lei de evolução de dano
apresentada pela equação (4.83), as componentes do tensor de dano Dij
que não pertençam a diagonal principal podem assumir valores negativos,
no sistema de eixos Cartesiano global. Já nas direções de ortotropia (di-
reções principais de dano), as componentes de dano são todas positivas por
construção. O motivo para este comportamento pode estar relacionado ao
fato de este modelo ser uma simplificação de um modelo de dano geral
anisotrópico, onde o dano é representado por um tensor de quarta ordem
[11, 12].
Alguns resultados obtidos com a simulação de dano ortotrópico foram
comparados com os resultados da simulação de dano isotrópico. Observou-
se que o dano crítico ocorre para valores de tensão equivalente de von
Mises bem próximos nos casos isotrópico e ortotrópico, mas ocorrem com
deformação plástica acumulada e deslocamento final inferiores no caso or-
totrópico.
Além disso, foram realizadas simulações que mostraram a influência de
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alguns parâmetros de dano na evolução do dano ortotrópico e assim, foram
comparados os deslocamentos na direção axial da peça, ao ser atingido o
dano crítico ou o deslocamento imposto. Com relação ao parâmetro η,
observou-se que com o seu aumento, o deslocamento final dimiui de forma
moderada. Este resultado assemelha-se ao resultado encontrado quando
comparou-se o caso isotrópico (η = 1) com o caso ortotrópico (η = 3),
onde obteve-se deslocamento maior no primeiro caso.
Com relação ao parâmetro r, percebeu-se que com o seu aumento, o
deslocamento final aumentou de forma bastante significativa. E com re-
lação ao parâmetro limiar de dano εD, observou-se que, assim como no
caso da variação de r, o deslocamento final aumentou com o aumento εD.
De forma geral, verificou-se que o dano ficou concentrado na parte
da peça onde havia maior concentração de tensão, sendo que o dano or-
totrópico (valor principal 1) ficou mais concentrado do que o isotrópico
e, obviamente, que o dano evolui crescentemente com esforços aplicados à
peça.
As simulações apresentadas neste trabalho foram realizadas apenas com
um tipo de material, pelo fato da dificuldade em encontrar dados de ma-
teriais para todos os parâmetros necessários à implementação do modelo.
6.1 Sugestões para trabalhos futuros
Abaixo são propostas algumas sugestões de trabalhos a partir do modelo
de dano apresentado:
• Aplicação do modelo para análise de grandes deformações, com in-
clusão de encruamento não-linear.
• Implementação do critério de escoamento de Drucker-Prager no mod-
elo, que consiste na modificação da superfície de escoamento de von
Misses incluindo-se um termo extra para introdução de variação de
volume. Desta forma, o modelo torna-se viável para análises em
materiais poliméricos.
• Acoplamento da análise termo-mecânica ao modelo.
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• Inclusão de um tratamento para o fechamento de micro-defeitos em
materiais sob compressão.
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